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:fAISCEAUX SE~H-STABLES DE Dll\'IEKSION 1 
SUR LE PLAN PROJECTIF 

J. LE l'OTJEI I 

1. l\TRODlTrtO\' 

Le but prinl'ipal <fr ce travail est d'étendrt~ aux espaeei\ de module:,; 
de fa.iset>aux semi-stahk,-; dt> <linwnsion 1 sur une surfa<:C' algébriqut> pro­
jccti, P T les résultats ohtenus par S.A. Stromme et .T. :M. Drézet pourles 
faiseeanx semi-stahlcs sans torsion, en <:c qui eon<:crne la. dP:-:c·ription des 
eomposantes irréduttihles, et le eakul du groupe de l>ieard. )Iêrne si cer­
tains résultat,; ,;ont Yalahles sans grands d1a,ngement:-; sur quelquf's sur­
faces rationnellefi eonune les quadriques, nos 1~nontès ne sont vraiement 
satisfaif;r1,n ts que dans le cas du plan projedif. D&signonf-: par Np,(r, x) 
l'espa1·e de modules des faise1~aux Remi-stable:- de tlimension 1 de multi­
plieit (, r e.t de caractt>ristique d'Euler-Poinc:ar(, 7.. 

Tur~ORÈ?IŒ 1.1. 

1. 1/PsptH'f de mo(lufrs '.\1p,(1', x.) Nif une van'étr projr'c•lit'f' irrérluctihfe 
dr dimrnsio11 r2 + 1. 

'.:!. s 1· I' ~ 3, r;'r,s/ 111u· rarirlr: localcmrnt fuctorit/l,, dont lr groupe ,IP 
l'ieard ,,.~1 un g ruupP abél in1 librr à dc11;r g1111.ùafr11rs. 

Ce n'•hultat est ùémont l'<' au § B.~, oil l'on donne une n•rnîon plus 
pn'ei:-e <k cet t~no11e<'• (thPmi•,mc :-U>): on donne en fait une ùe:,;e1iption 
1l'une ha~.e de ee ~ruu1w de l 'ir·an.l. 011 î11lroduit. p :.iur ee<:i le rnorphiRme 
l'a11onique 

cr : Np
1
(r, x.) - ➔ tp,(r) 

<lt> la._ Yarit't~ ~p,(r, z) dan:-- i'eBpaee 1Jrojef•tif {;p,(r) ,lei; courht>,.; de degr{> 
r, qui a:-so<:ie a u11 faisu•au ,-t>mi-:.:tn1>lt: ;:;011 :-upport, défini par l'idéal de 
Fitting- at--:-;ocié . .Au-dt>ssu,-; de l'ouYert ùes tourhe:,; li:s:-.e:-, l 'espaee de mo­
dulel'- ,·., udié coï11eiùe :1\'PC' la nviété de Pieard rclat iYe. Ou peut alorn choi­
sir cornme générateur,: du g-roupe de Pien,rù l'inmg-e rt'.•eiproqm• ùu fibré 
0(1) par cr, et le fihrè dit. rihré déterminant, : au-d(•:,;sus dt> chat1ue point 
repr(;~t>Ht,ant une courlll~ li.sB<', ce fibré est isomorph1' à une puissanee du 
fibré ddini par le divh;e111· 0. Dan::; les cas r :-c." 1 ou r = 2, le morphisme 
cr est Pli fait un iRomorphi:-;me. 

0 e fibré déterminant i,;era défini en fait en tout e gènfralité au cha­
pitre ~ p,ur l'ei;;pace de modules Xx(r, ·x) des cla~sc•s d'équiYa.lcn<"e de fab­
ceaux ,,•mi-stablef; de mult.iplieit(· r et carac:tl;ristiqup d'Euler-Poinearé 
x smr unt1 RUJ'face :1lgéuriquc projeetiYe polaris~e X. La conf;tructio11 est 
en fait directement inspin'e de eellt> que nous donnom pour les e:c;paees de 
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modules de faisceaux semi-stables sans torsion cla,ssiq_ues sur une variété 
projective lisse quelconq_ue [13]. Dans ce chapitre, nom étudions également 
an voisinage de q_uels points Je morphü:nne canonique 

cr: Nx(r, z) ..... C.:.r(I') 

de la n riété Nx(r, x) dans le scbéma de Hilbert Cx(r) des courhes de cle­
gré r, morphisme q_1ù asrwcie à la classe d'un faisceau semi-stable son sup­
port schématique, est lisse. Ces renseignements sont utilüiés au § 3.1 pour 
l'étude de l'irréductibilité q_uand X est le plan projectif; la démonstration 
donnée ici pour le plan projectif e,;;t en fait valable san8 moclifications 
par exemple quand X est une qua.drique. 

Le point essentiel de la clémonstration clu Lhéorème principal 1.1 
est le calcul du groupe de Picard de l'om·ert ~~,dr, x) des points qui repré­
sentent des faisceaux stables. Après avoÜ' fi xé un paiut ci E P2 , on considère 
pour ceci la projection de cent,re n sur la, droite projec.tive P1 et l'ouvert 
Ua de N~,(r, x) correspondant aux fai:;;ceaux slaùle8 dont le support n e 
contient pas le point a : le complémentaire de U a est une hypernurface irré­
ductible, ce qui nous ramène au calcul du groupe de Picard de l'ouvert 
Ua- L 'ouvert Ua s'interprète comme e:-;pace de modules de 1rn,ires stables 
(G, 9) formées d 'un fibré vectoriel G sur la droite projective et d'un mor­
phisme (J): G ..... G(l) selon une méthode bien connue: nous n 'avons pas ré­
sisté à la t entation d'a,ppeler une telle pa.irc fibré de Higgs sur (l\, (!)pJl) ), 
tant les énoncés sont 8imilaires alL-: énoncés maintenant clasâque8 [20). 
Le calcul dn groupe de Picard de Ua se rarnùne à l'étude du groupe de 
Picard <le l'ouvert U,, ,,17 c Ua der, fibnSs de Higgi.l (G, q-,) stables dits quasi­
rigi<les, c'est-à-dirn tels que G soit rigide. Le caltml du groupe de Picard 
de l'ouvert Ua,riu est alors facile, car cet ouYert est un quotient d 'un ouvert 
d'un espace affine pa.i· l'action propre et libre ù'nn groupe algébrique 
affine; en général, ce grou1>e algébrique n'est malheureusement pas ré­
ductif ce qui impClsc un peu de prudence dans la démon,.;tratiou (,f. § 3.2). 

Comme dans le traYail de J. M. Drézet et M. S. Xarn;;imhan [4] sur 
le:s surfacei, de Riemann, les méthode,; employées l)0ur Je c,t!cul du groupe 
de Pie,lrd sont très proches de celle:~ qui permettent ù'étudier le.:1 condi­
tions d 'existence d'un faisceau uni\·ei·sel sur NP,(r, x.) x P~: on obtient 
en fait l'existenee d'un fai;,,ceau universel ;;i et seulement si r et ï. so11t 
premiers entre eux (théorème 3.19). Ceci permet de retrou-ver par une 
méthode complètement différente un réstùtat de :g_ 1\Iestn1,no et S. Rama­
nan [16) p01tant sur l'exfatence d'un fibré uniYersel pour le groupe de 
Picard r elatif SUJ' la courbe universêllc du plan projectif: comme dans 
l'article de Drézet et ~arasimhan, notr e métl1ode utili:se de façon e8sen­
tielle la complétion de la variété de P icard, et nota1mn0nt l'existence de 
points semi-stables non stables de :\'p,(r, z). 

Le chapitr e 4 est consacré à une illustration du t héorème principa l. 
Il s'agit de comparer les espaces de modules NP,(r, 0) et les espaces de 
modules classiques }IP* (r; O, T) de faisceaux semi-stables sans torsion 

2 
de rang r, de classe de Chern c1 = 0 et c2 = r sur le pla n projectif dual, 
\'ia la transformée de Fourier, définie au § 4.1. On samit déjà, (cf. [15]) 
qu'il existe une transformation birationnelle ent re ces deux espaces de 
modules; le r é1:mltat présenté ici est beaucoup plus précis, notamment 
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p011l' les pet iles .-aleur, de "· Ainsi, ;.:i r = l ou 2, on obtirnt un isomor­
phi;;me (cf. eoroll:üre 4.3 ). L'étude e,-t égrt-lement intéres~ante pour r = 3 
et 4 C'.a.r elle fomnit un morphi:-me 

et> : ~P,(r, 0) - MP;(r; O, r) 

qui e;.:t l'éclatement d'nn point da.ns le ca,:; où ,. = 3 et d'une sous-Yariété 
li,:;se isomorphe à un pla,n projectif dans le caH ·1· = 4 (<j. théorèmes 4.4 
et 4.8) : le ùi-d8eur exeeptionnel qui apparaît e:;t justement le di-viseur 0, 
diviseurs de& elasses de fai~ceaux semi-stables qui 011t, au moins une sec­
tion non nulle. Ceci permet. de comprendre pourq_uoi le groupe de Picard 
des espaces de modules MPf(i'; O, r) (résultat de Drézet [2]) est un groupe 

cyclique infini, alor1' que d:m,-; narre ca.~, le groupe de Picard est un groupe 
libre à deux génèrn.teurs . 

. Au chapitre 5, nout- démontrons (théorème 5.1) la rationalité de 
certains espaces cle mollulef- ~-p,(r, z), notamment ~i z = ± 1 mod -r 
ou si z = ± 2 rnocl r. :Sous a,Yow.; tlù nous limiter à ces cas particuliers 
car la méthode utifüée con~i:ste essentiellement, après réduction aux cas 
'J.. = 1 ou x. = 2, i-., se ramener au probkme de la rationalité <les espaces 
de mo{l nles de faif,ceal1x semi-sta hie!,: f:ans torsion de rang z sur le plan 
prnjectif ; la, rationalité de C'.es ei-ipaces de modules n 'est connue, nous :;em­
ble t'il, qu'eu rang 1 ou 2: Pll rang- 1, il s'agit du schéma de Hilbert des 
points <le P 2 ; eu rang 2 ce sont les résultats classiquef.i, inKpirés des traYam: 
de Barth [l], démontrés par Hulek [8], StNmrne [22] et :Maerla [14]. 
Pmu· z = 1, la démonstration que nous propo:,;ons est en fa,it un peu plus 
<1Îl'ecte. Si l'on ajonk à no:.:. ré.~nlta,t s ceux de F-Jrmanek p], on obtient 
eu p a:1tit:ulier ln, rationalité <les e:-:pac•e;; de modules .\'p,(r, z) pour r ~ 5, 
mis i~ part NP,(5: z ), premier ca,,:; pour lequel nous ne savons JXt-ii a,pporter 
de répow;e à la q 1w,tion dl' la rationalité. 

2. l'AISCE.-\l' X SE\Jl-ST.-\Hl,ES UE DUIE'.\SIOX 1 

2.1. l.l' module \'.\'(r, y) 

Soit (X, l!-"x(l)) urni ,.;urface a,Jgébdque projectirn lisse JJ01ari 1-;ée· 
On com.id&re l'algèbre de Grolheudieck H(.X) de;; cla~~es de faif,ceaux 
algébrique::; cohérenti:: muni de la forme quadratique x· - z(a:2) , dont on 
désigne par (,) la forme polaire associée. On désigne par h la cla,-se dans 
]{(X) du faisceau strnctural d'une section hyperplane. Pour tout faL,ceau 
a,lgébrique cohérent J? de dimension 1, l'entier positif r = (P, h) s'ap­
pelle la multiplicité de F. Le polynôme de Hilbert tle P s'écrit alors 
zfb'(m)) = rm + x où x est la caractéristique d 'Euler-Poincaré. On 
notera encore h la classe de Chern de @x(l), et par( ,) la forme d 'intersec­
tion sur H 2(X, Z), de sorte que si c1 E H 2(X, F) est la première classe de 
Chem de F, on a aussi -r = (ci, h). 

Si x. est la caractéristique d'Euler-Poincaré d'un tel faisceau, on 
appelle pente de F le nombre 
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Dlji11itio11 2.1. Un Jciiseea11 algébrique cohérc11/ de dimension 1 sur X 
est dit .'/emi-,~table (resp. stable) si 

1. il e8t pur, c'est-!t-rlire qu'-il n'a pas de sous-fai:srnw cohérl'nt de-di­
menwiun O; 

2. pour tout sous-J<û8cm.u. cohérent non mil Ji'' c 11', distinct de F' 
on a 

µ.(F') ,,; µ.(1!1) (rcsp. <) 

Les fai:-weaux cohérentx xemi-xtables de pente fix(•e con:-;tituent une 
catégMie abélienne; les fais(•e,mx :-;ta.bk•:,; sont lE-x oh jet:-; si111plet-1 de cette 
catf>gorie. Pour chaque fai,;ceau semi-stable P de 1wnte µ., on peut définir 
la notion de filtration de J ordan-Holder: il 8'agit de fillration:; crois­
sante,: 

{O} C J.\ C P2 C ... C Fk = F' 

telles que le quotient gr1 = l';,'11\_1 ~oit stahlf'S de pl'nte /.t- La :,;omme di­
recte gr(11') "'-" <:B 1gr1 s'appelle le gradué a:-:,;ocié à la filtra.tian de .Jordan­
Holder. Si F est un faisceau ::;emi-:--table, les gradué;-; a:,;:-;ocié:-; asiiociés ~~ 
deux filtrnt,ion;,; de Jordan-Ilohler sont isomorphe:'-. Deux faisce:1ux semi­
r,;tablex sont dits S-équivalent:-; si leur:; gradués de ,Jordan-Hülùer sont 
hmmorphe:-. Un faisceau semi-,;ta,hle est dit polystahle :,;'il ei,;t somme di­
recte de faisceaux stahles ùe même pente. 

On coni,;idère le foncteur l\x(r, z) qui associe à la \·ariét.~ algébrique 
S l'en:--emble des clai-ses d'isun-;orphi,,m1e de famillex 8 -plates de faisceaux 
algéhriqut>:,; cohérents sur X de dimtmxion 1, de multiplicité r et de earacté­
ristique d 'Euler-Poincaré·"/...· 

THÉORÈME 2.2. ([20]). 
1. Le foncteiir 1\'x (r, x) a un esprice de modules grri8sùir \iK(r, xJ dont 

les points sont les classes de 8-rq11i1:a/e11œ de fais1·eau.r semi:-.~tables sur X. 
~- La carùUé Nx(r, x) est projective. 
:3. Les classes des Jai.vcea11r stables de muUiplir;ité r et de caractéristi­

q'ue d'Eufor- Poincuré X forment 'UH ou·vert Nx(r, z), 
Chaque poinl de l'eRpaee de mo<lulei; Nx(r, z) :1. un l'(·préseutant 

pulptable et un se.ul à i:,;omorphimie près. Soit ]ilSL'() le groupe de Kéron­
Sé\·eri de X. On a évidemment une décomposition en cornpor,;ante,-; di;,;­
jointes 

l\x(r, z) = II N..r(C1, x ) 
c1 eNS{X) 

(<1 .h)= ' 

correRponùant aux fahiceaux de même classe de 0liern eu appelée aussi 
clas~e fondamentale. 

La constmction Re fait de la manière suivante ·: on montre d'abord 
que lei; faisceaux semi-stahlel'o de polynôme de Hilbert fix.é con;;tituent 
une famille limitée. Dans la suite, on choii;îra m de sorte pour que pour 
tont faisceau 1>emistable 1" de mull iplicité r et de caractérit;tique d 'Euler­
PoinC'.aré x, le. faisceau J11(m) soit engendré par Rei- sections, et que 
/Jl(.P(m)) = O. Un tel entier étant choisi, on con:-iidère un espace vectoriel 
H de dimenr,;ion n = rm + x et le fibré vert.oriel B = H ® (!)x( - m). Sur 
le Rcbéma de Hilbert-Grothendieck Hilb',X(B) des faisceaux quotient.'\ 
de B de multiplicité r et de caractéristique d'Euler-Poin('aré X, le groupe 

t 

,, 



5 h,isr·,·,111 x scuii -slahks ll:J9 

,_-;/(11) opère de manière naturelle. Si l'enlier m e,;t :-;nffi:,;amment, g·I'ancl, 
l 'ouH~ll• [Y' de:-; points .,emi-.-.La.bles pom l'adioa de Sl(H) corre:--pond 
:u1x fai:-ceaux quotient:-; de B qui :-;ont semi-stahle:-: et tels que le morphi:-;me 
d'é,·aluatiou JI -+ 11°(11'(111)) :-:oit nn i,,omorphisme. Alor,; le quotient de 
l\lumfonl 

:Xx(r, ï.l = ü."ï 0l(J-l) 

e,;t une Yariété prnjeeiiYe: nn Yé1ifie que c'est un e,;pace cle module:-; g-ros­
,;ier pour le fonct,,ur comid~rt'.>. 

PROl'OSITION '.2.:3. ::Joie·11i c1 E NS(.î), rt û"(c·1 ) lo- ('r,,nposrrnte rle 
ü'' l•orrespondant 1111.r quotic11ts F de B tle classe .fo,11la111P11tale c 1• Soit 
wx le fibré eann-nique sur T. On suppos<' (1·11 c,ix) < O. 

1. L'onvert D.'·'(o1) est U1;sp de dimension -n~ + f'j. 
3. La rariété //Ps points 8/11/Jl<'s X,~(cu y.) 1'st lissP ,7,., dùnrnsùm l'f+ l. 
Dé111011stratio11. Soit q un point Q-' ' ((•1) cmTe:;ponda11! à un quotient 

Aemi-sta ble }' = JJ/_!. L 'e,.:pace tangent ck Zari;;J;::i eu q ù 1 'oun•tt .!.l" 
i,'ideHtifie à Ho111(.A. F ). De plu,;, on sail d'apr(•,- le eritère de li;;sit~ de 
Grothendieck que eet ouvert est lis:-;t• au \·ui,;inag-e de q si l'on a 
Ext1(A, P ) = O. Or, un a la ;suite exacte 

Ext1(B, F') _. Ext 1(A, F) _. r:xP(F, F ) - o 
Puisque H.1(1'(111.)) = 0 on \-oit qu'il suffit ùe vf\rifier que ExV(P, lt') -= O. 
Par dualité de Serre, il suffit de vérifier que Hom(P, P ® c,)x ) = O. Mab 
on a la formule 

z (F ® Wx) = (ci, Colx) - f- X 

et par con:séquent µ(P (8) ulx) < p.(P). Ai11si, l'a,;sertion annoncée résulte 
de la définition de la semi-stabilité. O,m1vte-tenu <le la formule de Rie­
mann-Hoch, ceci prou \'e l 'a,ssertion l. 

Pour l'as:-;ertion '.J, on remarque que le stabilisateur d'un p o int de 
QM se plonge dans le groupe lies automorphismes du faisceau quotient 
correspondant P. Or, on a le lemme suivant : 

LEl\U.lE 2.4. Soit J,' wi faisce<rn stable (le dimension l. Alors tout endo­
morph·isme dl' F' rwt ·unp lwmotldtir. 

Tl en rérnlte qne :\'x (c1, x.) eAt le quotient de la va,1·iété 1is;,:.e l.l'(<\) 
_par l'action propre et libre du gToupe PS!(JI). Drntc cet ou\·ert. e;.;t Ji,-Re 
(lp dimr.n$ion <·; + 1. D 

J>h11011stration du lemme 2.-1. Il i':'a~it. de ,·érifier que ,;i F e,-t un fai,;­
ceau ,;table et. f: P -+ F un morphis1ne non nul, il est inYersible, et ,l,\gé­
brit1ue. Pour la première as1;ertion, ceci réimlte de la définition de la sta­
Liilité. Pour lu. ,;econde, on peut projeter sur Pi en choi1siRRant un centrn 
de projrction qui ne rencontre pa_:'l Je ,;upport de 1' : le faisceau image 
directe G est alors localement libre de rang r sur P1 ; on a alors un homo­
morphii,me d'algèbre:, 

Hom(li', l!') -+ Hom(G, G) 

(lui est injectif. D'après Je th~orème ùe Oayley-Hamilton l'endomorphisme 
g de G associé à f satisfait à une équation algébrique. Il en est donc d~ 
mP-me ùe f. □ 
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2.2. Le support s:·héruotlquc 

Soit J,' est un faisceau cohérent pur <le dimension 1 sm· X, et de classe. 
fondamentale c.1 . Cc faisceau est de Cohen-Macaulay et a par conséquent 
1mp, résolution par dei:; faisceaux localement libres 

0 -+ A .:'.+ B -+ F -+ O. 

La courbe C définie par le déterminant de u est indépendante du choix de 
la résolution choisie, et peut en fait déjà s'obtenir à partir d'une résolution 
loc.ale. C'est en général une combe non réduite; la courbe réduite sous­
jacente ef;t le su1>port de J/. La courbe C s'appelle le support sr.hématique 
de F. Elle a poUI' classe fondamentale c:1, et donc pour degré la multipli­
cité r = \Cn hl. 

Remarq·u.e 2.5. Un faisceau dont le support schématique est irré­
ductible et réduit est évidemment stable. 

llemarq-ne 2.6. Un faisceau inversible sur une courbe intègre C c X 
définit un faü;ceau pur de dimension 1 sur X. En général, il n'est pas vrai 
qu'il e.r:;t stable; c'est pourtant vrai pour le faisceau structural de C si 
le groupe de Picard de X est un groupe cyclique. 

Soit Cx(r) le schéma de Hilbert des courbes de degré r sur .X. La 
construction du support scl1ématique peut se faire en familles : une famille 
plate Ji' de faisceaux pms de dimension 1 et de multiplicité 1·, paramétrée 
par une variété algébrique 8 définit un morphisme S --> Cx(r). La pro­
priété de module gro8,;ier de N x(r, x) fournit alors un morphisme 

cr: Nx(r, ;() --> Cx(r) 

Déffoiiion 2. 7. Un faisccnu cohérent F pu.r de dùnension 1 s1tr X est 
dit lùse s'il est loc-alerne11t l1'bre s·ur s01~ support. Dans le cas contraire on clfra 
q1œ F est sing11l·ier. 

PROFOSl'J:ION 2.8. ,Soit C1 E NS(X) tel que (c1, wx) < O. Soit F 11nfa1:s •• 
ceau stable de dirnensfon l, lisse, de classe fondamentale c:1, q le point de 
Nx(r, z) défini par Ji'. Alors le rnorph?"srne 

cr : Nx(r, x.) --> Cx(r) 

est lisse a.il i,oisinage <ln point q. 
Démonstration. L'hypothèse entraîne que le point q est lisse ; l'es. 

pace tangent de Zariski à Nx(r·, x.) s'identifie à Ext1(.F,1''). Soit C le sup­
port schématique de .F. La suite spectrale reliant Ext globaux et Ext 
locaux, donnée par Eri = H 1(Ext1(F, F)) et d'aboutissement Extk(F, F) 
en degré k = i + j fournit un morphisme 

(1) Ext1(F, F) -+ E. 0(Ext1(F, F)) 

qui, du fait que H 2(<!Jc) = O, est sUI·jectif. Comme.li, est un faisceau inver­
sible SUI' C, Ext1(F, F) est isomorphe au fibré normal Ne de la courbe 
C, et donc B 0(Ext1(F,F)) est isomorphe à l'espace tangent de Zariski à 
Cx\r) au point défini par 1a. courbe C. De même, la suite spectrale fournit. 
un isomorphisme 

"' 



,ce qui prourn que H 1(1Yc)= O, et donc, d'après le· ~ritère de lissité de Grot­
hendieck, le point C est un point li,;:-;e du scht:•ma dt\__Hilbert Cx(r). 

Il rPstP à voir quP le morphisme canoniqm• (1) s-li,deutifie à l'applica­
tion linéaire tangente à cr au point q. Ce point, provienb,d'un point p E D." 
.représentant un faisceau quotient F = B /A. Il s'agit en.Jait de calculer 
l'application linéaire tangente en p au morphi8me cauohlque p : D." -+ 

-+ Cx(r). Désignons par u : A -- B le morphünne d'inclusion; la courbe 
C associée est la section du fibré det(B) ® det(A)-1 définie par det 1ii), 

-et le fibré normal est donc la restriction de ce fibré à, la courbe C. 
Rappelons que TpD." = Hom{.A.,F). Pour calculer l'application 

linéa.ire tangente au point p au morphisme p : D.6$ -+ Cx(r) on introduit 
pour chaque point x EX la dérivée en u(x) de l'application n-linéaire 
Hom(A(x), B(x)) -+ (C définie par w i--+ det w. Soit ·v E Hom(A, F); puis­
.que A est localement libre, on peut alors choisir localement, sur un ouvert 
affine U,, un relèvement 'V; E H 0 ( U0 Hom(A, B)). Alors la section de 
1v c définie sur Uj par 

w, = det'(u; 'V; ) !e n u, 

ne dépend pas du choix du relèvement t',. Par suite, ces différentes sec­
tiorn; locales se recollent et fourni;;sent une Mection globale w E Jl0(N 0 ) : 

l'application linéaire ·v i--+ w est la déri.-ée que nous cherchons. Com;tatons 
que si l 'on pouvait relever glob~~lement v en un élément de Hom(B, Ji'), 
la section w ainsi calculée serait bien nulle : en effet, on a d'après la défi­
nition de l'ouvert D." on a un isomorphisme Hom(B, B) ~ Hom(B, F) 
-et v proviendrait a-lors d'un élément v' E Hom(.11, B) défini par v' = gu, 
.avec g E Hom(B, B). Il en résulte que la section det(n; -1,') serait divi­
,sible par l'équation de G. 

On sait que F est localement libre sur son support; ainsi, pour !; E 

-e C, on a dim F(x) = 1. Au voisinage U d'un point x on peut écrire A= 
= A' œ A" et B = B' © B", avec A' et B' de rang 1, et la matrice de 

·u s'écrit dans ces sommes directes 

(
u' 0 ) 

u = 0 1i" 

11,vec u" inversible. Alors det n" induit un i:-omorphi:-;me A'-1 ® B' ~ 
~ (det .A_)-1 ® detB, et F s'identifie au conoyau du morphisme u' : A' -+ 

-+ B'. La section v e Hom(A, F) 8e relève en une Rection À. - B de ma­
trice 

(
v' -v

0
") 

'V= 0 

de sorte que w lunc = v'detu". 
Considérons le dia.gramme commutatif de faisceaux algébriques 

,cohérents sur l'ou\!ert U induit par les inclusions A'<-+ A et B' <-+ B: 

O ..... Him(B, F) -+ Hom(A, F) - Ext1(F,F) -+ 0 

1 l Il 
0 .- Hom(B', F) -+ Hom(A', F) ..... Ext1(F, F) .... 0 
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Ainsi, la section de E:rf(.F, F) obtenue sur U est celle qui est assoc1ee 
à v' via là, secondt> 'suite exacte; si on l'identifie à une section de 
(dét A ri ® det B., on obtient exactement w lu n C· 0 

La démoru;,tration ci-dessus a en fait prouvé le résultat suiYant: 

PROPOSI'flON 2.9. Soit c1 E NS(X), tel q11.e (c1, wx) < 0. Soit p un point 
de !)8' c: Hilb',x (S) représentant un faisceaii q·uotient lisse de classe fo·1ida­
mentale <Ji- Alors le morphisme canoniqne 

p : œ• _, Cx(r) 
esi lissé au voisirllige de p. 

2.3. Fibrés Inversibles sur Nx(c1, z) 

On considère sur l'algèbre de Grothendieck K(~Y) la forme quadra­
tique ~ 1-+ x.(;2); Elle provient d'une forme quadratique sur l'algèbre de 
Grothendieck topologique H.1011(X) : si r désigne le rang, Ci la classe de 
Chern et x la caractéristique d'Euler-Poincaré, on a 

x(t2 ) = 2r;: :. c; - x(trJx}r2. 

L'orthogonal d'un élément ; E K(X) ne dépend donc que de son 
image dans K 10p(X). Si ; est la classe dans K(X) d'un faisceau de dimen­
sion 1, de classe fondamentale c1 et de caractéristique d'Euler-Poincaré 
x l'orthogonal de ; est constitué des éléments ;' E J((X) de rang r', de 
classe de Chern c; et de caractélistique d'Eu1er-Poinca1·é x' tels que (ci, 
c{) + r'x = O. On notera Z(ci, x) cet orthogonal. Cet orthogonal contient 
en particulier l'idéal A 2tX) des cycles de dimension 0; si r =<euh> 
est la multiplicité de ; et â = pgcd{r, z) il contient aussi l'élément 

YJ = ~ ( -r + xh). 

Considéromi une famille plate :;;- ile faisceaux semi-sfables de di­
mension 1 sur X, paramétrée par une variété algébrique S. Ou considère 
d'autre • part le diagramme 

p sxx-x 

où p et q sont les projections cànoniques. Pour u E K(X), le produit .?F • 
. p*(u) a un sens dans le groupe de Grothendieck de J{(S x X), et par 
image directe, on obtient un élément dans le groupe de Grothendieck 
K(S) engendré par les fibrés vectoriels algébriques. Par suite, la formule 

!l',-(u) = det(q! (.?F-p*{u)) 

a un sens et définit une. classé de fibré·s invcn;iblès sur S. En particulier, 
si on applique ceci au faiweau quotient universel sur !Y' x X, on obtient 
un fibré inversible, défini à isomorphisme près, sur D." et ce fibré est 
muni d'une action naturelle du groupe Gl(H). Ce fib1·é ne se quotiente pas 
obligatoirement a N.r{èî, xJ Si, .ù.e.Z(f\;- x) on .obtient un, quotient sur 
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l'ouvert NHc1, t) des poinw. stables; si on Yeut obtenir un quotient. sur 
la variété tout entière, la. condition est plus compliquée: comme dans 
[13] on vérifie le-résult~1, suivant: 

PROPOSITION 2.10. Soit .Jft' la smts-algèbre de J((X) engendrée par h. 
Si u EJt'.1..1. n Z(c1 , x), il existe dans JJie(Nx(Ci, x)) un élé-ment 2'(u) 
ca-ractér1·sé p,1,r la propriété üniverselle suù:ante : pour toute famille plate 
g; cle faisceau semi-stables sur X de classe fondament,ûe c1 et de caractéris­
tique a~Buler-Poincaré x paramétrée par la variété algébriq11e S on a 

.Y ,i,-(u) = J:,-(2'(u)) 

où J,.: S -+ Nx(c1, x ) est le morpMsme modulaire associé à la famille :IF. 

. . . Ças partù:ulier~ . . l) Pour ·u E A. 2(..1) on obtient un fibré imersible 
2'(u) sur Nx(c11 x); ce fibré est en fait l'image réciproque d'un fibré inver­
sible défini sur le scMma de Hilbert Cx(r). Si u est la classe d'un point 
a EX, le fibré 2'(a) a une section, dont le schéma des zéros correKpond 
au.x faisceaux dont le support passe par a. 

2) Si on prend 
-r + xh 

u = '1) = s 
on obtient aussi un fibré inversible ~ = 2'(ri) sur Nx(ci, x), appelé fibré 
détermina.nt. Pour x = o, il p::>ssède une section dont le schéma des 
zéros a pour fermé r,;ous-jacent les point:-; de Nx(c11 x) correspondant aux 
faisceaux F tels que h°(F) ,,;, O. 

En effet, considérons dans le produit f!" x X le sous-schéma ~ 
défini par l'idéal de Fitting du faisceau uniYer::;el ff ; considérons les prn­
jections canonique::; 

O." 

Sur <t on a une suite exacte universelle o -+ d ' -+ f:2' -+ g; -+ O où f!d' 
désigne l'image réciproque de B par la projection p. Si m a été choisi suf­
fisamment grand, q*(f:2') = O et R1q*(fftJ') est localement libre de rang 
p; et la même chose pour le faisceau .Q"-plat d' : on a q*t.l?I') = 0 <'t 
R1q*td') est localement libre de même rang p. Par irna.ge directe on ob­
tient la suite exacte 

0 -+ q*(g;) -+ R 1q.(d') .!.,, R1q.(fftJ') ..... R 1q.(g;) ..... 0 

Ohacun de ces faisceaux est muni d'une action naturelle de Gl(Il ), et le 
morphisme f est équirnriant. On a alors 

det qr(-iF)-1 = det R'·q.(fftJ') ® (<let R1q*(d')t1 

e.t ·det f définit une section invariante du fibré inversible (det q, (&l-))►'1• 
Oe fibré provient de Nx(r, x) ~t on obtient ainsi .un r~présentan t pour 
le f;ibi:é .déterm.inant. Q ; la i.,ection ci-dessus. êt.a,nt ~nvaria:nte provient d'une 

6 -c, 3828 
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section de f72 dont le schéma des zéros corre::;pond bien aux faisceaux J!' 
tels que h0(F) =fa O. 

Au-dessus d'une courbe lisse, on obtient bien sûr le diviseur 0. 

3. LE CAS Dl' PLAN PRO.JECTIF 

Dans le cas où X plan projectif P2, les classes c1 E H 2(X, Z) qui 
représentent des courbes effectives sa.tisfont bien sûr à, la condition 
(c11 wx) < 0 de sorte que l'on peut appliquel' les résultats de la section 
précédente. 

3. 1. L'irréducllhllilé 

THÉORÈlfE 3.1. La variété Np
2
(r, x) est irréductible de dimension 

72 + 1. 

Comme dans la section précédente, on considère l'ouvert 0" de 
Hilb•,x(B), où B est le fibré trivial B = II ® i!Jx(m) et. H un espace 
vectoriel de dimension n = rm + X· Il suffit évidemment de démontrer 
que l'ouvert 0" est irréductible. On sait déjà qµe c'est une variété lisse 
de dimension r 2 + n 2 . 

LEMME 3.2. Le fermé de oss des points représentant des faüceaux quo­
ients singuliers est de collimensfon ~ 2. 

Démonstration. Un point a E Pz est singulier pour le faisceau semi-
stable F si dim ]'(<i) ~ 2. Soit !F le faisceau quotient universel sur O"x 
x P2• Considérons le fenné ~ 1 des paires (p, a) E 0" x P2 telles que 

dim !F(p, a) ~ l. Ce fermé est sous-jacent à une variété déterminantielle : 
si on pose PJ = (!) fi" ® B et si on désigne par d le sous-faisceau univer­
sel, par 1, : .9/ --, PJ le morphisme d'inclu,iion, c'est la variété des mineurs 
<l'ordre n - l + 1 de u. Cette variété est de codimension l2 : il suffit pour 
le voir de constater que la différentielle de Petri au point (p, a) 

T-pO" $ TaP2 __, L(ker u(p, a), coker U\p, a)) 

-est surjective. Nous allons montrer que c'est déjà le ca,s p::>ur la différen­
tielle partielle au point (p, a) : '1\,0'"' -+ L(ker u(p, a}-- coker u(p, a)). 
Posons .A.= .sol(p), 11' = .fli(p). On a F(a) = cokeru(p, a) et keru(p, a)c 
c .A(a); l'espace tangent TpO" est isomorphe à Hom(.A., F) est Ja, dif­

férentielle partielle ci-dessus est doru1éc par 

V~ v(a) Jker ,(p,a) 

de sorte que l'on est ramené à prom'er le lemme suivant : 
LEMME 3.3. (O. Sorger). Soit p un point de O .. représentant un fais­

~eaii quotient F = B/.A.. Le faiscean Hom(A, F) est engendré par ses sec­
tions. 

Démonstration. On a la suite exacte 

Hom(B, F) -+ Hom(.A., F) -+ Ext1(F, F) -+ 0 

Le faisceau Hom(B, F) est évidemment engendré par ses sections. Il suf­
fit donc de prouver que Ext1(F, F) est engendré par ses sections : en effet, 
le morphisme Ext1(F, F)-+ H0(Ext1(F, F)) est surjectif car H 2(Hom(F, F )) = 
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= o, et du fait que Ext1(B, F) = O les éléments de Ext1(l!', J!') proYÏ­
ennent de Hom(.A, .l!') c'est-à-dire de sections de Hom(A, ]!'). 

Par le critère de Ca.stelnuovo, il suffit de vérifier que H 1(Ext1(F, F) 
(j)) = 0 pJur j ~ - i. C'est bien sûr é-ddent pour i = 2; pour i = 1 
on a, du fait que F est de Cohen-Macaulay, un isomorphisme 

Ext2(F, P(j)) ::,,: H 1(Ext1(F, J;'(j)). 

~fais, par dualité de SeITe, le premier membre de cette égalité est nul. 
D'où le lemme. □ 

Si on considère la projection I:, -+ .0" on voit que son image est 
de codimenr-;ion ~ 4 - 2 = 2 ; c'est le fermé des points de .0" représen­
tant des faisceaux quotient:; singuliers. □ 

]!'in de la démonstration. Les points de .U" qui représentent un fais­
ceau quotient lisse forment un ouvert dense d'après le lemme 3.2. Vimage 
de cet ouvert est un ouvert de (p2(r) et donc contient des points représen­
tant des faisceaux port<'.•s par des courbe:;; lisses. Mais, au-dessus de l'ou­
vert des courlJe~ lfoses, les morphisme 

p : Np.(r, x) .... (p,(r) 

s'identifie à la yariété de Picard relath'e P des fibrés im·ersibles de 
mtractéristique d'Euler-Poincaré x sur courbe universelle de degrè 
r du plan projectif : c'est donc une Yariété irréductible de dimension r2 + 
+ 1. Un tel fibré inversible définit évidemment un faisceau stable de di­
mension 1. Il en résulte qu'au-dessus de cet ouvert P, le morphisme de 
projection œ• -+ Np,(r, x) a ses fibres irréductibles de dimension n2 + 1 : 
l'image réciproque de P est donc un ouvert irréductible de dimension 
r2 + -n2. Puisque cet ouvert est partout dense, il en résulte que il" est 
inéduclible. 0 

Pn.oPOSITION 3.4. Boit r un entier~ 2. Le complémentaire de l'otlliert 
Nt(r, x) des classes d'isomnrpliismP. de fa-iscea.ux stables est de codimenHion 
> 2r - 3. 

Démonstration. Soient (r', -x.') et (r", x") des entiers Ratisfaisant aux. 
candit.ions suivantes : r' > 0, r" > O, r' + r" = r et x' + x" = x et. 

X x" X - - -- - µ - --,,, ,,,, r" ., 

Si F' et 1!'" sont des faisceaux semi-stables de multiplicité r' et r" et de 
caractéristique d'Euler-PohJCaré x' et x'' respectivement, J!" EB l!'" est 
semi-stable de multiplicité r et de caractéristique d'Euler-Poincaré X· 
Ceci fournit un morphisme canonique 

Np,(r', x') x Np,(r", x") -+ NP,(r, )'.) 

:Le fenné des ch1sses de faisceaux non stables est la réunion des images de 
ces morphismes. Par suite, sa codimension est > r 2 - r'2 

- r"2 - 1 = 
= 2r'r" - 1 ;;i: 2r - 3. □ 

3.2, Le groupe de Picard 

Le schéma de Hilbert des courbes de P2 de degré r est l'espace pro­

jectif ! (!)p
1
(r)I de dimension !._ r(r + 3). 

2 
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THÉOHÈ.ME :1.5. 
1. Pour r = l ou 2, le morphismr cr: NP,(r, x.) - CP,(r) est un 

i somorphi.9mf', et par <'onséquent son groupe de Picard est Z, arec pou.r 
générateur le fibl-ë .<t'(a) assoeié à un point. 

2. Pour r ~ :1, le groupe de Pil'ard est 1in gro1tpe libre à 2 gé11rralettrs: 
on peut chvisir ovmmc générateurs le fibré 2(a) associé à un point, image 
réciproqtu' de l9(1) par le morphisme cr, et le .fibrf déterminant (}) _ 

3. La variété Np,(r, x.) est looalemfnt factoriellf. 
Ce n':-mita,t. est analogue à celui qui a été obtenu par Strnmme [22] 

et Drézct [2] pour le::; e:-paec;s de n1r11luJ(I,; faisceaux se.mi-M,ables sans tor­
sion sur J'p,; paee projectif. Le cas r = 1 rn;t é,·ident. Dans le ca;:; r = 2, 
on ,;e rarnèue par normalisa! ion aux cas x = 0 ou x = 1. 

Le cas r ~ o. 2, '/. ,=== 1. Un faiscrn.u ,·c rni-:üahle de multiplicité 2 d. 
caracté1 isth1ue x = 1 a forcémeut une ,;e('tion, d'où un morphi:--me nou 
nul (!)c - ]!' et (!)c est stable (cf. C. Sorger [21 ]), de caractérü,tiq1w x = 1. 
Ce morphifnue eRt obli~atoirement un isomorphisme. La propriété de mo­
dule grot-:-;ier appliquée à la famillt> de fai:,;ceaux stables <Pc, paramét,ré•· 
par Je,; <'011ique8 C du plan proje<'lif définit un morphürn1e C:P,(2) 
➔ Nr,(2, 1) qui est l'inverse ùe cr. 

Le cas r --= 2, x. = O. La fibre ùe cr est èddemment réduite à, un 
point au-desi-u,- <l'une conique C li::;se. Si F est un faisceau i:;emi-:aüable 
de rnJiport seh('rna.tique une eonic1ue ;,ingulière C, la eonique C contient 
une droite l d\•11uation z = O, a\'ec z E H 0((1)p,(l )). Alors le morphisme 
z:1!' -P(l), s'il n'est pas nul, a i:;on image de multiplicité 1, par consé­
quent F n'ef: t pa:,; stable. C'e;;t encore le cas s'il est nul, car]!' est alors un 
é'rnwdule libre; il ne peut être 1,tahle. Ce faisceau est alor8 S - ôquiYa­
lent à F' © P" avec Ji" et]!'" de rnultipliC'Ît(' 1 et dé caracté1ü;tique <l'Ru­
ler-Poincaré z = O. Cette clas:'\e d'é11uirn,lcnce est évidemment déterminée 
par la conittue. Le morphim1e cr: Np,(2, 0) - Cp,(2) est alorn bijectif ; 
le:- deux ,·ariéll::-; étant normales, c'est un isomoq;ihimtt'. 

L'owrert U •. On se place ùéi;onnais dans l'hypothèf-c r ~ 3. En cas 
de besoin, on pourra ,;uppo:-er 0 ;;; z < r. Soit a EX. Considérons l'ou­
Yert U,. de Xr,(r, x.) des clas:-es d'isomorphi:--me de faisceaux r-tablei,; dont 
le f\upport ne contient pas le point a. 

PROPOSITION 3.6. L'oui'ert U. est une variété lisse de dimension r2 -+- 1 
dont le grv11pe de Picard est -un graupe cyclique infini de générateur le fibré 
déterminant ~-

Cet ouvert U .. a une descüptio11 i;imple en termes de fibréi; de Higgs 
sur la droite projective. Commençons par quelques géuéràlités. 

Fibrés de lliggs. On se fixe dans ce paragraphe une courbe projectirn 
lisse C, et un fihré inversible L sur C, de· degré l. 

Définition 3.7. On appelle faisceau deHiggs s-ur (C, L) une paire F = 
= (G, 9) formée d'un faisceau algébrique coh8rent G S'llr C et d'un morphisme 
<p: G - G ® L. Une telle paire est dite stable {rcsp. semi-stable) s·i le fais-· 
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ceau G est localement librP, et si pour tout .~vwJ~fniscf',au O' c G, de rang 
0 < r' < r el tel que ,:;i(G') c G' ® L on a 

µ(G') < ;.;.(G) (resp. ~) 

Lorsque G est localement libre, on dira qu'une Lelle paire Tt' = (G, qi) 
ei;t un tibré de Higgs sur (0, T,). Quand on prend pl)ur T, le fibré canoni­
que CJlr c'i>:,;t, donc la notion :-hmd,trd de fibré de HiggR introduite par 
Hitd1iu iî] et. Simpson [20] ; !'19J. On définit de manière évidente la no­
tion de morphisme de fai:--ceaux de Higgs. Quand on fixe le rang r et la 
caradé1 istique d'Euler-Poinearô z, on obtient pour les fibrés de HiggH 
:,;table<.; un e:,;pa,ce de module grossier: c'e:,;t, une \'ariétè algébrique quasi­
projec1ive, do11t les pointR conespondent aux clasiw:,; <l'isomorphisme de 
fibrés <le Higgs. On peut au:,;si <lHi11ir la notion de filtrat-ion de Harder­
Narasimhan d'un fibré de Higgs, qui nous sera. utile un peu plus tard: 
il s'agit <le [il tration croissault' 

Û = J!\, C Ji\ C l11 z C • . . C Ji\ -= Ji' 

var de:,; sous-fai~ceaux de Biggs, tels que les quoiim1ls gr; = FJF1_1 
:-soient suni-sta,bles, et que la pente i-. µ1 : = µ(grt) soit strictement décrois­
sa.n1,e. On po1-;e /Lma:t(P) : = µl et ,Lro1 n(.F) : = µk-

JNfinilivn 3.8. Soit 1!' = (0, 1>) 11n .faisceau de Jligg.~ sur (0, L). La 
eohomv/1.,gie 1-Ji(P) de Jj' est définit par l'h.11percohmnologie du cvmple.re 

o-+ u.!.+o ®L -+ o 
Cet espace vectoriel de cohomologie est donc de flirnension finie, 

et nul pour q > 2. Etant donnés deux fibrés de Hi~gs h'' "--= (G', 9') et 
.l!"' = (<J", ,p") on définit le fibré de Higgs Hom(]!'', l!'") par la paire 
(Hom(O', G"), q,) où fi) est donné\ par la formule q,(f) = cp"f - f',p', où 
.f est une Sl'C1 ion locale du filné des homomorphisnieR Hom(G', G"). On 
posera, 

Extq(P', J,'") = W(Ilvm(T', JI'" )) 

A.iHki, Fxt0(111 ', /t'") s'identifie à l'espace Yectoriel Hom(F, "Ji'") de.s mor­
}Jhimies de fihrés <le Higgs Li'' -+ F". Le dual d'un T,-fibré de Higgs .b' = 
= (a, 9) e~t défini par la J)aire (G* ® L*, 19), où G* ® T,* est muni du 
nwrphi,:me transposé '9 : fi* ® L* - G*. 

PHOP08ITION 3.9. Soit P = (G, q,) une fibré tle Higgs sur (C, L)i 
avec G de rang r et caractérist1"qu.e d'Euler-Poincaré X· 

(1) (Pvrmule de Riemann-Ruch) On a 

:E1 -1 )q dim W(.b') = - rl. 

\2) ( Dualité de Serre) On a un isomorphisme canonique 

W(lï') == HH(.l!'* ® wc)* 

J)émunstration. On a 

I;{-l)q dim W(F) ="' 1.(G) - x(G ® L). 
9 
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L'assertion (1) est donc une coméquence triviale de la formule de Riema.n­
Roch. Pour l 'a,:;,:ertion (2) il suffit d'appliquer le théorème de dualité de 
Serre en hypercohomologie an complexe O -+ G ..'.:'... G ® L -+ O. D 

Description de U a· Considérons une droite projective P1 ne passant 
pas par a, et la projection canonique 1t: 1> 2 - {a} -+ P 1 de centre a. L'on­
vert P2 - {a} s'identifie à l'espace total du fibré normal N = @p

1
(l} 

de P 1 dans P~. 
PROPOSITION 3.10. t'Joit N le fibré normal de P1 dans le plan projectif 

P 2• L'ou·vert U a dP Np,(r, z) est isomorphe à l'espace de modules grossier 
des classes d'isomorphis-mP de fibrés de !Jigg.Y stables (G, qi) sur (Pi, N). 

Démonstration. La corresponcfo.nce s'obtient de la manière Huivan­
te : au faisceau stable F sul' P 2 , dont le ~upp()rt ne passe pas par a, on as­
socie l'image directe G = 1t*(F); comme ]11 est pur, ce faisceau est locale­
ment libre de rang r; il est muni d'une fitructure de 1t*(@,.,)-module, ce 
qui fournit un morphisme qi: G -+ G ® N. Réciproquement, un tel mor­
phisme définit une strnct,ure de module sur l'algèbre n*(@,.,) et par suite 
un faisceau cohérent sur l'espace total N = P2 - {a} à support fini au­
dessus de P1; ce faisceau est pur et a pour support la courbe spectrale­
associée au morphisme 9, c'est la courbe définie le déterminant 
y E H 0(N®') du morphisme 

qi - À t"dG : r.:*(G) -+ 1t*{G) ® r.:*(N) 

où " est la section canonique du fibré 1r*(.N). Le faisceau F associé est 
alors le conoyau du morphisme ~ = (qi - •Aide)® idN-'• Les deux cons­
tructions rnnt inrnrses l'une de l'autre ( [6], exercice 5.17). 11 est clair que 
si le faisceau ]11 est stable, le fibré de Higgs (G, qi) est stable; réciproque­
ment, un fibré ùe Higgs (G, q,) stable fournit par la construction ci-desRus 
un faisce.au sta.ble : ceci ré~sul1 e ùu fait que la multiplicité et le caract,éris­
tique d'Euler-Poincarù sont iuvariantes par image directe. D 

Définition 3.11. Etant donné un faisceau localement libre G sur I\, 
on écrit G = Etlkez @(k)'•. La suite des entiers le tels que rk ,f O s'appelle 
le spectre de G. Les entiers r. sont les multiplicités. 

Ce spectre est donc déterminé par la suite k ~ h0(G(-k)). 
LEXME 3.12. Si (G, <?) est un fibré de Higgs semi-stable Stlr (P1, N)~ 

le spectre de G est connexe. 
Démonstratiou. Ceci signifie que l'ensemble des entiers k tels que 

r1; ,f O est un intervalle de Z. Si le spectre n'était pas connexe, on pour­
rait écrire G = G' Œ> G", avec Hom(G', G"(l)) = o, de sorte que la ma­
trice de qi serait <le la forme 

Mais on a l'inégalité µ(G') > µ(G"), ce qui contredit la semi-stabilité de 
la paire (G, ,p). D 

Définition 3.13. On dit qu'un fibré de Higgs F = (G, qi) sur (P1, N') 
est quasi-rigide si G est rigide, c'est-à-dire .Yi 

Ext1(G, G) = O. 
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Ceci signifie donc que le spectre de G est connexe et réduit à au plus 
deux points. Dans le cas normalisé O ,.; x < r, ceci signifie donc que 
G = (!)X EB l!J(-1)•-x. 

PRoroSITION 3.14. Dans l'ouvert U., les pofots correspondants aux 
ji'.bré,9 de Higgs quasi-rigides sur (P II N) constituent mi ouvert dont le complé­
mentaire est de codimension ~ 2 si z ,t. 0 mod r, et si x = 0 mod r, 
une h!fpersurface irréductible dont le fibré ùiversible associé est le fibré dé­
terminant. 

Démonstration. La COIL.<struction de U,. peut se faire de la 
manière suivante : on considère un entier m assez grand pour que toute 
paire (G, c;:,) de U,. le fibré G(m) soit engendTé par ses sections et tel que 
h1(G(m)) = O. gtant donné un espace vectoriel H de dimension n = rm + 
+ x on considère le fibré vecto1·iel E = H ® (Vp,(-m) le schéma de Hil­
bert-Grothendieck Hilb',x(E) des faisceaux quotients G de rang r et carac­
téristique d'Euler-Poincaré x, et le fai;,;ceau universel quotient rJ sur le 
})roduit Hilb'•X(E) x P1 et on désigne par p et q les projectiorn; cano­
niques 

Hilb'•X(E) 

q l 
f> xl\-+l\ 

Hi]b'•X(E) 

On considère le faisceau algébrique cohérent sur Hilb'•x(H (8) (Vp,(-m}) 
défini par C = Ext!(rJ ,<§( -3)); sa fibre au-dei;SUS d'un point repré­
.c;entant un faisceau quotient (} est Ext1(G, G( -3)). Considéron:; le fibré 
vectoriel (au sens de Grothendieck) 

v = Vect(C) __, llilb'•x(E) 

associé: les points de v correspondent aux fibrés de Higgs (G, qi}, où G 
est un quotient de E et c;:, est une fonne linéaire ~ur Ext1(G, G( - 3)), c'est­
à-dire, par dualitè de Seue, un élément de Hom(G, G(l)}. Oorn,idaron.s, 
dans v l 'ou \·ert, v• des paires (G, qi) satisfaisant aux condit,ions suivan­
tes: 

(1) le faisceau de Higgs (G, qi} stable. 
(2) le morphisme li __, .ll°(G(m)) induit par le morphisme d'éva­

luation rnt un isomorphisme. 
Alors le groupe PGl(H) opère librement sur v• et l'ouvert U,. est un 

quotient géométrique de v• par PGl(H). La variété v• est isomorphe à 
un ouvert de la variété û" considérée dans la section 2.1, et donc lisse 
irréductible de dimension n 2 + r 2 d'aprèt:> la proposition 2.3 et la sec­
tion 3.1. Au -voisinage d 'une orbite Ode PGl(H) dans Hilb'•x(E) d'un point, 
représentant un quotient G satisfaisant à la condition (2), le schéma de 
Hilbert Hilb'•x(E} est lisse de dimension n2 - r 2, et au-dessus d'une telle 
orbite, le fibré v est de rang constant p, donné par la formule suivante 

p = 2r2 + dhn Rxt1(G, G(l)) 

-0ù G un quotient de E repr(isentant un point de cette orbite. Désignons 
par v0 l'image réciproque de O dans v•. La codimension de l'orbite O dans 
Hilb';x(E} est donnée par dim Ext1(G, G) et donc la vaTiété localement 
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fermée v0 a pour codimension <lirn Ext1(G, G) - <lim .E:d 1(U, G(l)). Si on 
<'.•ctit .G o= © k(!}( k)' • ceU e c.:oùime11:.:.ion est 

_I; r,rj 
; -:-j;, 2 

En raison de la propriété de c11m1exité, le seul ea,s où v0 est de co­
dimenr,;ion l dans v' est celui où G ~ (!}(k + 1) E9 (!}(k)'- 2 El:) (!}(k - 1): 
ceci entraîne x. = r(k + l) et do11c x = 0 mod r. La variété v0 est alors 
,une variété iné<lnctiblP ùe codime11sion 1. .Ainsi, les point,; <le v• représen­
tant <les fibrés de Higgs (G, c;i) non quasi-rigides forment un fermé (par 
le théorème de semi-cout inuité) PGl(H)-invariant de codimension ~ 2 
ùans le cas x ,/a O mod r et im'•duetible de codimenr-;ioJL 1 dans le cas 
z = O mod r. Puisque la projedion ,/ .... Ua e:;;t lisse de dimen~ion rela­
ti\·e r2 - l, on aura la- même chose JlOUJ' l'image dans Ua- □ 

Démonstration de la proposition 3.6. Dé:,;ignonf:; par Ua.,i.e l'ouvert de 
Ua l'eJ)résentant des fibrés de Iliggs quasi-rigides. Consiùérons un point 
de Hilb' z reprér,;entaut un quotient rigide G de E, et désignons par 0 
son orbiLe. Considérons d'autre part l'ouvert Hom' (G, G(l)) des morphi,-­
mes G ..... G(l) tels que la paire (G, 9) soit stable; le groupe des automor­
phismes Aut(G) de G s'identifie au iitabili!"atPur de G dans W(H); ce grou1Je 
agit ~ur Hom(G, G(l)) par eonjugai~on et danr,; le diagmmrne 

le morphi:,ane d'inclusion j est eompatiblc avec les actio11,; des gruupt'" 
Aul((J) et Gl(Jl). Le morp11ismc vertica,l de droite est un quotient géomé­
trü1ue 1 du fait que O est l'orbite du point de Hilb',x(E) défini par le quo­
tient G, il réimlte que g esL aus;;i un quotient g-rométrique par l'action du 
groupe Aul(G). Rem~1rquom, par ailleurs que cette aetion se quotiente 
par PAut(O) : = Aut(G)/(C* en une action libre. 

LE?IDIE 3.15. Le ('omplémentaire de l'uut•ert Hom'(G, G(l)) est lle codi­
mension 2 dans Hom(&, G( 1) ). 

Ce lewme sera démontré plus bai,; . Voyons d'abord. comment il en­
traîne la proposition 3.G. On Ruppu,;era ici que G est normalisé. Il résulte 
de ce lemme qu'il n'y a pas ù'aiutres fonctions rég-uliè.res inversibles sw· 
Horn' (G, G(l )) que les com;tantes. On a alors 1m isomorphisme 

J'icPAut(Gl(Hom'(G, G(l)) ~ Char(P Aut(G)) 

où le second. membre dé~igne le groupe des caradèrel'-, et le morphisme 
('anonique 

Pic(U<!,Nà) .... Char(P.Aut(F)) 

est injectif. Pour Yérifier qu' il est surjectif, il suffit de constater que le 
caractère a.ssocié au fibré détermina,nt, g engendre le groupe Char(PAut(G)). 
Considérons, _leii faü;ceaµx quotie?-ts universels :F et ~ sur v•. X P 2 et . 
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v' X P1 re~pect.iyeme11t-. En re:-;t.riet.ion :~ la fibre de v' au-des:-ut1 du· point 
COTTl'~POIHlant au ([ uotieut G on a <les isrn1wrpJti,-111e:-: 

e:J Q9 Jll({}(-1)) ~ Jflq*(Ji-( - 1 )) 

~) ® J10((;) =:: '1*(.'?) 

DP plu,-, ee,: i,-omorphi~u1e~ ;;ont eorupalihle,; avec l'ac.tioH du sb1hili>ia­
tenr de G, e·e~t-il-din• Aùt (U). Par iléfi11it io11, le film', déterndwuit ei>rres­
pouù sur v' a.11 !ïlin, :.li = ~( ·r,), et on a donc ,,ur Holll' (G, G(l)) 

ef 0~ 
9 = (!) ® (detR1(G( -l))J ® (det H 0((i- )) 

0 

Oe fibré i111·ersible induit le taracU·rc 11-itbl flan\\ le ca,; z :..: 0 iil n'r im 
a pas cl'ant rn); da,ns le ca,: 011 0 < z < r, le grou'pe <le,; auto111orphis111e,; 
de O = (!.:X (B @( - l)'d e;-;t fonné de 111atrü- •, J de Lt formp 

I.e groupe ùes eal';H·ti!n'ïi de .PAut(U) r.~t donné par les ho111omor:phi,-:1tu•:-1 
f - (det cxf(<let M où. le,; entiers /.; et Z "at-i:-;font à l'[iquation kx -­
+ Z(r -- z) - . O. Le caradèn' COI'l'l•,.:pmd.-tnt au fibré détenninanL e;-;t 
donné par 

"/_.,. X 

' i J- (det- :,,) • (det ~) . 

Q'p,;t lJie11 un gént'·raleu.r llu groupe Ül's e,iraetèn•.,: ainsi, le fih1é dMer­
rninaut engendre Viq t.7 a,,;,). Comptc-teuu du lemme 3.14 ceci démunit e 
la propo.,_ition :Ui. □ 

La fiunille des fil!n:.,. ÙI' Hi'.!!/-' q1111si- l'Ï/JÎtic.~. Soit- F' = (U-. c;.,) un fi!Jrè 
de I1igg,; :,ur ( Pi-('{] )J. On l·011,;itli•re le .,l'lH'·ma <le Hilbert-U-roLhendie<·k 
Hilh'",z"(P) de:-c fai,-c-eaux quotient,- <,; " = U/<i', de ntng ,.· et, e:iraetfri,;­
tiquf 1.", t<·b qu<· ?l(i') -'- G',_1). La paiH• J," =.c ((,", •/), an•(•. ?' '--'- ?,, 
défi nit un .-,,u;;-fai,.n•au de Higg:,_ ; soit ]·"' - (Û ' ', ,.;:,'' ) le quolit>nt J,' iJ,". 
Le ,-chéll\,\, Jlilh'··.,:·(F) e.-1. un ~eh(•ma projP<·t if, dont re:sp aee tangPnt en 
un pvint q défini par le quotient /-'" ~- 1''.•'J-" e,;t l'c-~pac·l' \"l'tlmiel 
Hom(F', l11") ,les m11rpJd:-;111p,'-' de faiq•paux de Hig~.--. 

On po,-p 8 ~- Hom(<>', A(l)j. La <·<m:s truet ion du :-;('Jiém:1 ùe Hill>ert­
GrntherHlied~ pP1rL st' îaÜ'e de manièn•. relaliYe a,u-drs, us ùe ,\': 011 a, une 
famille uniYer:-elle ff de fibrés .de H iggs pammétree par S et k sch<'·11ia, 
de Hilherl-(~rothctulie"k rPhdif 

Jlilh'··.-q .F S) _.:. S 

repri-:-:ent.e le,- <·ouples (-:;,.P") formt;" <l' un l'lt;nwnt 9 E S = Hom(G, (-.'(l)) 
et d'un fai.,ce:rn t1uotit>1lt de Higg-s F" -~ F 'F' <lu film'- de Rigg,; .F = (U, ;:,). 
C'est donc le :-:ou,;-,;chéma fermé du produil S ><. Hilh•".;,."((tj de:-; couples 
( qi, 0" = 0 /G') défiui par ht condiLion suinwitc : le morp_ltim1e eor11po:·H: 

i . :;, } 
G'-> G-+ U(l)-+ U"(l) 

est nul. 
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LEMME 3.16 Soit q un point de Ililb'"•x"(ffe /S) correspondant à un fibré 
de Higgs quotient P" = P/P' de P = (G, q,). 

On a ·une suite exacte 
TqP 6 

0 _. llom(F', J!'") _. 1'qHilh'",:,qg. /S) ~ Hom(G, G(l)) -1- Ext1(P', F") 

Cette imite exacte est la version de Higgs de la proposition 1.5 de 
[3], mais elle bien plus facile à prouver pour la famille de fibrés de Higgs 
que l'on considère ici. 

.Démonstration. Au point q, l'espace tangent de Zariski 1'9llilb•"•x"(~ /S) 
e8t donné par les couples (1t, 1, ) E Hom(G, G(l)) x Horn(G', G") qui 
satisfont, avec les notations ci-tles,;ur,;, à l'équation jui + q,"1: - vq,' = O. 
La flèche a est définie de la manière suivante: pour u E Hom(G, G(l)), 
o(u) est la classe de jui dans Je conoyau du morpbi:-me v H- c;i"v - vq,' : 

Hom(G', G") _. Hom(G', G"(l)) 

La suite exacte d'hypercohomologie identifie ce conoyau à un sous-es­
pace de Exl1(.b'', F"), ce qui définit la flèche o. L'application linéaire tan­
gente 'l.'qp est donnée par (u, v) H- u. Son noyau s'identifie à l 'espace 
tangent de Zariski au schhna de Hilbert llilb'"•x"( F), c'est-à-dire à 
Hom(F', .F"); de la formule ci-de:--sus, il decoule qu'un élt'ment u E 

E Horn(G,G(l)) provient de 'l.'9Hilb'",x"(~ /S) Bi et seulement si 0(11) = O. 
Ceci fournit la suite exacte dn lemme. D 

LEMIDJ 3.17. On garde les notations du lemme précédent, et on s11ppo8e 
que G est rigide, et que :.J.:;;:(.P') ~ !-Lm,.( F"). A lors la j{èche 3 ci-dfss11 s est 
swjeetive. 

Démonstratfon. La suite exacte d'hypercohomologie fournit une 
suite exacte 

Hom(G, G(l)) _. Ext1(.~", "/!') --,. Ext,1(G, G) 

et l'hypothèse de rigidité im1Jlique que la flèche Hom(G, G(l)) _. Ext1(F, l!') 
est surjective. La flèche de liai»on ô du ll•rnme 3.16 est la compm,i'•e 

Hom(G, G(l)) _. Ext1(1', F) 

l 
Ext 1(F', "/!'") 

où la flèche verticale c,;t induite par l'inelu8ion F' ~ F et la, :projection 
F _. Y'. li imffit donc de Yérifier que cette flèche Yerticale est Rurje<:tive. 
Mais en vertu de la suite spectrale d'un eomplexc filtré, il suffit ùe véri­
fier que l'on a 

Ext 2(F', l"') = Ext2(P", b'") = 0 

Ext2(.P", Ji'') = o 
Par dualité de Serre, il. reYient au même de Yerifirr que 

Ilom(.F', P'(-3)) = Hom(F", 1""( - 3)) = 0 

Hom(F", F'(-3)) = 0 
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Mais du fait que G est rigide, et de l'hypothèse µm;.(F') ~ µmn(F") il résulte 
q_ue l'on a O ~ µmu(F') - µm;.(P") ~ 1, /lm.,(1'") - µm1.(]'') ~ 1, et 
µmaxW") - /lmin(.F") ~ 1. Il en découle immédiatement les égalités ci­
dessus, et par suite la imrjectivité du morphisme a. 

Démonstration du lemme 3.15. Les points cp ES pour lesquels le fibré 
de Higgs F = (G, cp) n'est pas stable sont ceux pour lesg_uels il existe un 
sous-fibré de Higgs F' c F de rang r' satü:fai;~ant aux conditions du lemme 
3.17. Autrement dit, un tel point est l'image d'un point q E Hilb'"•x''(ffe)S) 
par le morphirn1e p représentant un fibré de Higgs F" = 1'1/F', et l'on a 
la condition /lm;.(1'1') ;,. µm 0JF"). En un tel point l'application linéaire 
tangente à p est de rang ~ dim S - dim Ext1(F', F"). On a, 1misque 
F est quasi-rigide, Ext2(F,F) = o, et par suite Ext'l(.F',1'1") = O. Par 
la formule de Riemann-Roch 3.9, ceci e11lmîne dim Ext1(1"', Ji'") ~ r'r'", 
et par suite Tq p est de rang ~ dim S - r'r". 

Il ré.-;ulte du théorème de Bertini-Sard point cp appartient à une 
réunion finie de sous-variété.~ fermée;; de codimemüon > r - 1. En de­
hors de ces sou;;-variété;;, le fibré de Higg;; 1'' est stable. D'où le lemme. □ 

Le complémentaire de U,.. Pour ralculer le groupe de Picard de 
N~,(r, x), il reste vérifier le lemme suh-ant: 

LE1IME 3.18. Soit a E P 2 ; le complément.aire de l'ouvert U" dans 
N~

2
(r, x) est une hypersurface ir-réd1.1ctible. 

l!'in de la démonstration du théorème 3.5. Le complémentaire de U., 
dans N~,(r, x) est une h~'l)ersurface qu'on peut décrire comme schéma 
des zéros du fibré .P(a). Ceci entraine que le groupe J>ic(Nt(r, x.)) est un 
groupe abélien libre à 2 générateurs: un peut choisir comme base(~, .P(a)). 
Ceci entraîne aussi, compte-tenu du fait que Np,(r, ,J est une variété 
nonnale, que l'inclusion de l'ouvert de8 point;; lisses dans NP,(r, x) induit 
un isomorphisme sur les groupes de Picard. Par ,mite, la ni ri été Np,( r, x) 
est localement factorielle. 

DémunHtration du lemme 3.18. Soient a et b deux point1,, de P 2• Chan­
geant les rôles de a et b, il s'agit de mont.rer que les faisceaux .F dont le 
support ne contient pas le point b est une hypersurface irréductible. Con­
sidérons l'isomorphisme 

Hom'(G, G(l))/Aut(G) ~ Ua.,;,, 

Si (G, qi) est la paire asso[;iée à F sur P1, le support clu faisceau F est donné 
par les couples (x, )..) EN tels que det( ?(x) - ~Jdcl•l) = O. Puisque le 
fibré Hom(G, G{l)) est engendré par ses ;:;ectious, ceci définit, pour (x, À) 
fixés une hypersurface irréductible de Hom'(G, G(l)), inva,riante par le 
groupe des automorpliismes de G. Par pa.;sage au quotient, ceci définit 
dans l'ouvert Ua,,,9 une hypersurface irréductible (propriétii de bon quo­
tient). Dans le cas x =f. 0 mod r ceci entraîne que l'hypersurface complé­
mentaire de Ub dans Ua est irréductible. 
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Dans le cas x = 0 mod r, on doiL encore Yérificr que cetLe hyper­
i-urface ne contient pas l'hypersurface irréductible des pa,ires de Ua. non 
rigides. Il suffit de Yérifier que Ri G = f9 EB (1}(-1)'4.2 ED (1}(--2) dans 
l'onrnrt Hom'(G, G(l)) les morphis1m•s q, definii;sant des paireK (G, q,) qui 
n'appartiennent pas à Ub definiKKent encore une hypenmrface. Ici le fibré 
Horn(G, G(l)) n'est plu:,; engendré par ses Rections; cept>ndant, l'image 
du morphisme d'éYaluation en x 

Hom(G, G(l)) - Hom(G, G(l) )(:i:) 

est un byperpla.11 ,listinct de l'l1ypnsurface irréductible llüntogène de 
degré r des applications linéaires O(.r) - G(x)(l) de déterminaJJt nul. 
Donc cette llypersurfaee coupe l'hyperplan ima.ge de Hom(G, G{l)) sui­
vant un fermé de codimension 2. Par f-nite, il existe de:-; paires non rigi­
des de Ua qui a1111artie11nent à U0 • D'où le lemme. □ 

3.3. Le faisceau unh•rrs~l 

THÉORÈ,fE 3.1(). 

l. Si r et x sont premiers entre evx il exi8te sur Np2 (r, x.) X P 2 un 
fais1.:ea-u 1mirerse/. 

2. Soit U -un 01wert de XP,(r, z). Si r et X ne soul pas prrmiers entre 
e-w:r il n'Pmis/P pas de faisceau II nipnsel sur U X P2. 

La première partie de Cet énoncé eRt analogue an résultat bien connu 
de )faru.rnma pour les faiRct'anx. semi-stable,; sans tor,;ion. La deuxième 
partie est un Cali p:Lrticulier d ' un énonc-é de N. l1e,;tJ>a,no et S. Ramanan 
[Hi] pour le groupe tle Picard relatif. La démoustrntion que nous en don­
nons iei est différente, et inspirée de celle qu'ont, donnée Drézet. et Narasim­
han [4J.pourlc fibré,; Yectoriel;; sur les courbes; elle repoRe Rnr l'étude de 
l 'exi:,;kuc<' de fihrép, in,erniblrn muniR il 'une ac.t.ion de at(H) sm l 'om·ert 
0" du schéma, de Hilbert. Cette étude fait intervenir de mauièr•e e,:;sen-
tielle les 11oint,; r-:emi-stahler-; non :stal)le:-;_ • 

E.ristr1wP. On reprend les nota.t.ions <les§ :2.1, 2.3 et 3.1.C,:msideron.,, 
rnr le 1n·oduit HiH>'•:x'.(B) x P 2 le faiscean univerf;el .'!F et, pour C: E K(P2 ) , 

-le faü,eeau inver~ible fi' ji'( ~) f-lU' le sch<'.•ma de. Hilher1·-Grothendieck 
Hilb'•'-(B). Ce fibré inversible e:st muni d'une action naturelle du groupe 
Gl(Il). Si c E Kiop(P 2 ) e;;t l:-1, classe déterminée dans le groupe de Grotllen­
dieck topologique par (r, xl , l'action iuduite :-;ur le crntre <t* e.st donnée 
par 

Si r et z sont premiers enLre eux) il est pos.<dbh\ de choisir ~ de sorte que 
·. c, C:) = 1. Posons L = fi',( C:), et eonf-idl'rons sur l'ou vert D.'" x P 2 
le morphi:sme d'incln~ion r = u ® id1.-, : s1 ® q*(L ... 1) - (?J ® q*(L-1), 
où q désigne la première projection 0" x P 2 - ü"'. Oes fibré5 sont en 
fait de),: tJGl(H)-fibré~ Yectorieb, qui se quotientent ,mr Xr,(r, x) x P2 et 
le conoyau <lu morphisme obtenu p,1,r passage au qnotient est une 
famillt• de unin-r"elle ~ur Np,(r, x) x P 2. 
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Non-e.tistr11ce. Snppo:--ons que 1· et z 11c :--oieut pa:-:: Jll'r111iei-s entre 
eux , et qu'il existe une famille uniH~l'sPlle de faü;eeaus p~~ITLmtltrée 1ia.r 
1m ou\·ert U de Xt, .. (r, z). On obtient une famille universelle JP paramé­
trée par l ' image r.;éiproqne U' de U; con1-;icléron;.; la projection q: L' ' x 
x P2 _, U'. Le taiscean fi' = l1om,i(,'F', ff) est <l'apr<\·, le- tht'Ol'Ôme de 
Rt>mi-continuité un fibré irn·en,.ihle ; par ail lems, il est muni cl 'une a<:tion 
de Gl(H ), el l 'a<.:tion inùuitt• par lt> CL'ntre (t* est donnée par :,: -, !X id.t>. 
~'\fais ce fibré wctmiel s'étentl à, l'onYer t (Y' en un Ol(H) - fibré ,ecto­
riel. QUl' lt• fibré sou8-jacenl s'étende est bien ;;ùr éddent; p our étendre 
i 'actiun de aI(H) il suffit, la t1nestio11 L'ta.1it loeale an-de,.;i;u:,; cle l 'e::;pace 
de module:-; Np,( I', z), rle Yérifier If' lemme .~uivant : 

LE:1DIE 3.'.20. Soit J:~ irne mriété affine lis-~e et irréduct iblr, sw· laq11elle 
opère u n gro11pP réduct'lf Pt oonnue G, f E l!J(X) un élémP11i 11 0 11 11117. i11ra­
ria11t pnr l'ac,tion <le (;. 8où U l'o 11 art llt'.fi11 i par .f -f O. Soif L un fib ré 
incersiblP S il/' ~Y. Toute nc-tion lintaÎ/'I' de O sur le fibré L /u s'éi<' HÜ à X . 

.Démonstmtù111 . En prncé<la,n( pa,,; à, pas, on peut. ;c;uppo:-:er c1ne r è-
1t,111ent. f t•;:t inèll11ctib1t, dan :-; l'anneau de:-: eoorùonnée:-; 0(,\:). Dt'.•signm1s 
par cr: (g, ,J' ) H- g.i: le morpbi~me G x X _, J: qui définit- l'action d e• U. 
La ;;tru(.'..tnre <lt> a - fibré Yectoriel e,.;t alor;; donnée par un rnoq,hi,;me 
de fibre,- Yectorieh ,:;i: L ;c ~u -+ cr*(L\ icx1,-. On uote q,(y, .r): L (.r) - , L(fp:) 
l'a,pplieatiou lint'aire ( inYer,;ible) induitr " t.n· la fih!·e, p our g E G et .r E U. 
Ou a aloi,.; ç,(g' g, ,;·) = ? (g' , [JJ'. )? (g, .r) p ou1· g, g' E G et ,x- EU. Oi1 l)('Ut 
nl01;; éei-ire .-:ur (; x U 

~(g, J') 
ç,(g, ,l' ) = - - - -

!" ( :r) 
011 y : L _, cr*(l) !.'>'l nn rnoq.111.i,mie d e fibré,- n·ctoriels ün·ersibies .,1n· 
Ci x ,\: , et où n e:st un entier r elat if, qu '011 prendra, le plu is petit p u.".:<iblr. 
Soit e l 'élôment neut re cle (i. 0l'tte ic!<>ntitt; montre, pour g = e. que l'on 
a 41(e, .i·) = .tn(.r), sur [1\ et par s uite n ~ O. L'brpei-surface de,; zéro;; (le 
,.;, e;;t contcmw dan,. l'hn)er,;u1 fo.N• fl '{,qua1 ion .f = 0. La, n uiét<~ _r étant, 
li,-::,:e et f irrédnctil>IE", l'hyper,-ul'fate rlf"-; zfro,; de f p,.:t intègn•, et G étant 
t·omwxe, i1 e!l e.~t de liH}1ne de ,;on inrnge rél:ipnHtnc> dan,, U x _\: _ Or , 
<l'après la, ùéfini1ion (l'une at tiou de G et, du fait que f r ~t iuYaria1ü. on 
obtie-n t pour ((!, .r) E (r ;< .\: 

·~(g'g, «-) f"( .. ,-) = t;i (g' , [JJ.') y(g, .r) 

S i n > O, ceci entraîne que f divi,;e y. ::\Jai,; ceei coutre<lit la définition <le 
l'entit>r n. Par ~uite, n = 0 et t); ne ;;'annule pa;c; ~nr G x ,\. Ain,,L y 
1.kfinit nue act ion dl' C qui prolonge ? · 

Fin de ln tlénwns/rntioll üu tlth!i'hne 3.19. Soient 3 = pgctl (r, z) et 

F' un fai,-:<.:eau ,.:.table cle llirnemion 1 , de multiplicité i' ' = _:... et <le c,trac­
,) 

t0l'i;;tiqnc trEuler-Poinc-nn• z' = ~ . Cowül<"ron,; le fa.iseeau F = F ' ® 
ô 

@<t\ bo1110rphe :\ la i-omme dirrl'te de 3 e:xemph-1irl',; <le F '. Ce fai.~tean 
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définit un point de Np,(1', x.) et l'entier -m étant choisi comme au § 2.1, 
le choix d'un h;omorphisme -r: H:::: H 0(P(m)) définit. un p(lint (F, -r) de 
D". Le ,;tabili;;ateur de ce point dan;; GllH) e:-.t. isomorphe an groupe des 
aut01nol'phismes de l'. La déeomposition e11 somme directe ci-Ll.es,ms in­
duit un î,;omorphisme 

Le groupe de:c; automorpbi:;;mes dt> F e;,;t i,;omorphe au groupe lint>aire 
Gl( S, (C), et ce gl'oupe se plonge comme sous-groupe de Ul(HJ via l'homo­
morphisme 

A.ut(P) = Gl(o, <C) <-+- Ol(H0 (F(m))):::: Gl(H), 

défini par g -- idH°iF'(111)) (8) g. Considérons le fibré inv-enühle .fi' cons­
truit ci-de::;sus, mnui de l'action ùe 0-l(H). Au-de3su;; du l)oint ci-de;;,:,,us, 
011 associe à ce Gl(H)-fibré inYersihle an caractère de .Aut-(P), donc- de la. 
forme g -- (<let gt pour g e Aut (.b') = Gl( S, <C) et. i entier. En restric-tùm 
au centre (C* c Au((F), on obtient l'homomorphisme 

)fais par con"'-truction on sait que l'action induite p;1,r un élément x E 

E Gl(H) sur fil est l'homothétie de rapport o-: au-dessus de l 'ouvert U'. 
l'ar dC'mité, ceci e:,;t encore nai sur l'ouvert irréductible ü ", et devrait 
donc être vrai au point défini par (P, --: ). Ceci impose o = 1 et donc 1· et 
z premier:-; entre'eux. D 

Remarq1ie 3.2.l. Le lemme 3.20 e.~t analogue au lemme 5.2 de Dré­
zet et Xa,rasimhan [-!]. Cependant, dans notre situation, le eomplémentaire 
de l'ouYert invariant U est de codirnern,ion 1. Ceci permet d'éviter l'ar­
gument de Drézet et Narasimhan de passage au fibré en espace projectif, 
ce qui est crucial dan::; notre situation. Il permettrait aussi de traiter direc­
tement le,; cas particulieŒ qui doiYent être étudié-; tt part dan,; la démon~­
tration de Drézet et Narasimhan. 

·L TRANiffOJl.\[ÉE DE 1:ouHEll 

L 'objet de ce c-hapitre e;;t de donner une illmtration du théorème 
plincipal : il s'agit de comparer cerrain::; e,;pac-e;; de module.~ de faisceaux 
f;etni-,-tahle" de clin1enûon l i-Ul' le plan projectif P ~ et Je, e~pace,; de modu­
le:, ola,;:;iques de faisceaux ~emi-~tahles sau;; tor.~ion sur l'e.~pac-e projectif 
dual. La c-01Tesponchu1ce se fait au traYer,:; (k hi. tr:11t:<formation (k Fon­
riet·. 

4.1. Le morphisme <l} 

Con$iùérons le diagramme standard 
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où D est la variét,é d'incidence des paires (droites, points). Si .Fest fais­
ceau stable de dimension 1, de multiplicité r et caractéristique z = O 
Rur P2, le faiRceau F' = q*(p*(J,'(2)))(-1) eRt engénéral un faisceau stable 
surP! de rang r' = r, de classe ùe Chern c; = 0 et 0:. = r; que l'on a,ppel­
lera t,ransformé de Fourier de F. On obtient, alors une correspondance 
birationnelle (cf. Maruyama [15]) : 

<I>: Np2(r, 0) -- -+ J\,IP*(r; O, r) 
2 

L'application réciproque, définie sur un ouvert partout dense, asso­
cie à un faisceau stable 1'1 ' le faisceau Ji' = R 1b(q*(Jl'( - l)))( - l) porté 
par les droites de saut de Ji''. Dans les cas r ~ 4, on verra qu'on peut pro­
longer le morphisme <l> à l'e&'J)ace de modules lui-même. Commençons 
par vérifier que si J/ est semi-stable, le faisceau q*(p*(P(2)) est sans tor­
sion et a les classes de Chern attendues. Ceci résulte de l'énoncé plus général 
suivant: 

LEMME 4.1. Si Ji' est nn faisceau sem1'.-stable de dimens1·on 1 et multi­
plic-ité 7.. ;.. 0 sur le plan projectif P 2, on a R 1q*(p*(F)) = 0 et le faisQeau 
Ji'' = q*(p*(Ji')) est im faisceau sans torsion de rang r' = r, de classe <le 
Ohern c; = x - r et ile caractéristique d'Euler-Poincaré z' = z. 

Démonstration. Montrons d'abord que R 1q.,,(p* (li')) = O. Il suffit 
de prouver que si Z est une droite de P 2, on a H 1(Ji' li) = O. Mais 1!.' 11 est 
un quotient de 1!1; s'il est de dimension O, le résultat est évident. S'il est 
de dimension 1, il n'est JJeut-être pas Jlur, mais il a un quotient pur de di­
mension 1 : c'est un faisceau localement libre sur l qui se décompose en 
somme directe de fibrés inversibles d'après le théorème de Grothendieck. 
Cha~mn de ces faisceaux inversibles est encore un quotient de Ji', donc de 
caractéristique d'Euler-Poincaré > 0 d'après l'hypothèse de stabilité. 
Par suite H 1(F I i) = O. Il résulte de la formule de Riemann-Roch que 
l'image directe q.(p*(P)) a, les cla,sses de Chern de l'élément de J{ (Pf) dé­
fini par q !(p~(P)) ; par suite il a les classes de Chern attendues. 

Pour voir que q*(p*(P)) est sans torsion, on choisit une résolution 

0-+A.----+B ....... F-o 

avec B somme directe de faisceaux inven:ible:a; sur le plan projectif, cl1a­
cun d'eux étant de deg1·é < O. On a alors q*(p*(B)) = 0 ce qui conduit 
à la suite exacte 

0 -+ q*(p*(]i')) -+ R 1q*(p*(A)) - R 1q*(p*(B)) -+ 0 

Ma.is puisque F est de Cohen-Macaulay, A est localement libre, et p*(...4.) 
est plat sur Pt. Par le théorème de 11emi-continuité, l'image ùirecte 
R1q.(p*(A)) N,t localf,ment libre. Alors le sous-faisceau q*(p*(F)) est sans 
ton.ion. D 

On dé~igne par Qp, le fibré quotient canonique sur le plan projectif P 2• 

LEMME 4.2. Le morphisme <1> est défini s-ur le complémentaire du dii,i­
seu.l' 0 dans N P,(r, 0) et 1'.ndnit tm isomorphisme .~ur l'ouvert des points 
de .11[p*(r; V, r) représe11tant des faiscem,.x polystables Ji'' qui sont trfrfawn 

2 

s1tr œu moins u11e droite de 1•r, 
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Dh11onstratio11. Cet éno11r·t'· e:st une Yarüult(' du ré:,;tütat de· Maru­
yarna., qui limitait son étude aux: fibrés Yectol'iels :mr P1. Si F 4:tSt un fais­
Ct'au ,wmi-~table de mulUpli<·.ité r. et cara.ctèri:,;tique d .Euler-Poincaré. 0 
4ui n'a pas de seelion non uulle, 011 a h0(R(j)) = 0 pour j ~ 0, et:on déter­
mine le:- h1(.F(j )) eH utili:-a.111 la formule de Hit•rua1w-Ho<'h, D.e la suite 
:-; pt·drale de Beilini-lm, il tk(·oult- qu'un t el fa.iscli,1u i-emi-:-table a une pré­
,.;l•11ta! iull comme C'onoyan d 'un morphisme 

( 1 ) 

Ut>d c01Hluit alon; à unl' :-uite C'Xacte sur Pf 
,.. 

(2) 0 _, l!J *( I)'---> ~ ' (8)..2* ->H' _, O. 
1'2. Pt r•! 

Le calcul de u* à partir de u. est clair: il ~·agit d'oh~erver que l'on 
a une iùentifieaiio11 l'anoni4u1• Jl0 (CJP,(l)) ::::: Jl0(<J"*)· li en résulte que L.•" 

2 

dtoilt•:,; de f\aut de li'' sont l'.elJei-: qui corrc:-ponde11t, aux })Oints x È P 2 tels 
l!llt' ci.et vf;r) #- O. Aiw-i, la r.uurbe de droit,e de saut de P ' (Pt de fai;:.;eeaux 
S -- ,~quil'alent.-. à .l<' ') est 11xaet.em~nt le i-:uppurl ~1'11t>111atique de E1• (k.ei 
in1pliquP que ponr u11e llroitP génétique l de P! on a /1". 1 = n. On savait 
dt'~ft p,u le lemme -!.l 4-ue F' t'.,t .,,uL-; t0r., io11 ; il en n•;..ulte que :e- (•;;t 
p.-,-.1•mi-,.:table. :\lais ùa,ns ee c·.as particulier, le:- notion-.; de :-emi-;;tabilit,: 
et 11.-semi-stabih\é coi11c·idt>nt : par suite P' e:-;t :,;t>rni-,.;(able. 

Hécip1oquement, un fai~<·eau ::.emi-sl.1,l.Jlp P' ùe rang I' et cla:s::-p,.; de 
01.J<'l'll (0, r) sur le plan prnjeetif llual a une prt'-st>ntation du type (2), Pt 
:-;'il ,,.xiste une droite :mr laL1uelle il Pst. tridal , le fai:;ce;,,u .h' = 
= Rip*(q*(.F'(-1)))( ---1) l',,t un faü,ceau fie dimension l t--urleplauprojPe­
lif, de mnltipliciti: r et. de earadéri;;{ique d'Euler -Poincaré O. Il n'n, pas 
dt~ ::-.t0 1·.tiun: il en r{i;;ulte qu'il e:-;t- ~-t•mi-r-dable. Le:-; fieux con~tructions s011t 

p1·itlP1trn1Pnl Îlfferse:- l 'une de l'autre : en effet,, un tel fai~C{'au P ' c,;t tou­
jour;, le ,·ouoyau d'un rn1_H'J>hÎJm1e u* con11ne ei-de~sns, et l 'i11,erse de <D se 
l'U ll;-;üuit en euIJsidérant le fa i.,ct'ilU ('ùnoyau du mm'11hi1Sm(• u corrcs­
l'"whrnt . Ceci e11traii11• l'Pnon<·è. D 

COROLLAIRE ,1-.:1. 1'>'i r = l Ol.L'.2, le 1w1r11hi.\me il> P~t un isomorphisme 

l\y,(r, 0) _, lir*( ,.; O, r ) 
2 

En effet, dam; ce cas, on a II 0(1'') =-= 0 )h>ur tout. fai,cPatl ~emi-stable 
l' d e H;ultiplicitt; r et d('. caractéristique d'EulPr-l'oi11caré x. = O. 

4.2. Le r-as l'u biqur 

'J.'n ÉORÈJIE 4.J. 
( ] '1 8rn·t E' 1111 fai.~cea11 snn i-stab/P de tli111l'n.~ in11 1 M m11/liplù:1'té r = 3 

l'l (·,irurthi8tique d'Et1ler-Poi11rnrP z = O. A.lor8 1<" = q*(p*(}-'(2)))(-1) 
est u 11 fai,~U'a-1/ -~nni-stab/1' de ranq :-1, de classes 17f Chern c1 = O, c2 = 3. 

(:!) L'appliu1hon P.....,. P ' i11d11if 111i 1110/'phismc 1~1' rarù'té 

<1>: ~",(:1, O) ...... :u:•l"(3 ; o, :-1i 

qui 1'111 l 'éclatemen t du -poi-n.t a rrprésenta11t lP. fibré t--ectorùl homog1'ne Q1 = 
s2<1 vf l - 1 ) . 
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Le fibré Q1 est aussi le fibré des enùomorphi::ane,; de (J de trace mille; 
c'est un faisceau stable, et par conséquent l'e;;pace de modules J\fP_;i'(~i; O, 3) 
e:-;t, lisse au .-oi:ünage <le a. :gn <lehorn de a, il <-xi.ste ponr tout- faisceau 
senü-stable P' de rang 3, et daRse;; de Uhern (0, :J) nue droite rle Pf sm· 
laquelle P' est tri"dal: en vertu du lemrue J.~ l'inYer.-;e de <l>, défiui seuk•­
ment en dehors de a associe à la elasse üu fahceltn F' le point défini par 
le faisceatt F = R1p*(q*(li"(-1)))(-1), dont le ;;upport schématique e,-t 
la courbe des droites de saut de Ji''. 

Démonstration. Si F n'a pas de section non nulle, l 'énoncé résulte 
du lemme 4.2. Si l!' a une section non nulle, cette section définit nn rnor­
J)hisme non nul 0c _, P où, G eilt la cubique :,;upport, se.hématique de T. 
Le faisceatl 00 étant stable (ef. C. Sorger [31]), ce morphi3me e;;t éùdem­
ment un isomorphi:;me, et on a alor" une pré:senta,tiou O _, 0 P,( -3) -. 
-> (!)p, ._.. .P ---,. O, ce tlui mo11t.re que q,.(p*(l'('2))) = 8 2QP*' fibré \·ectoriel 

• 2 

t1ont il e,o.t bien connu qu'il est semi-stable. Ceci démontre l 'asRertion (1). 

Pout· l'::i,ssertion (2), on peut remarquer que la comt,ruction de P' 
à partir de J/ peut se faire à partir de famille;, plates, parnmé.trées pa.r une 
Yariété intègre: hl, famille de faisceaux 1•'' obtenue, dont ll' rang e::;t ·r 
et les elas:-es de Chem (O, r) est encore plate. La propriété de modttle gro~­
sier défiuit alon; <l>. Les denx Yariétés projectirn:-: Xr,(3, 0) et l\lp*(3; O, 3) 
. 2 

sont irréductiule:-1 de dimeusion 10; le mo1phisme <l> est surjectif et con­
tracte le divif;eur 0 en un point n. De plus, comme on l'a déjà Yu, on ob­
tient, que <l> induit un isomorphisme de l'ounrt de .\"p

2
(3,O) complémen­

taire du diviseur 0 sur· l'on vert de l\lp,r(3; O, 3) correi,pondant aux fai:-:-
ceaux poly!"tables F' pour lesquels il e~il-tè une droite l sur laquelle J:'' 
e8t tlivial : cet ouYert e8.t obligatoirement le complémentaire du point a. 
Pl ns précisément : 

LEMME J . .'î. L'ùnrt[le réciproque du point a <7éfh1-1: pa.r le fibré ()1 est 
·une h71puswJace lisse. 

Démon:,;tration. D'après ce qu'on Yient clc Yoir, le form~ CJ)- 1(a) e;,:t 
éviùemment porté par lt:> diviseur 0. C'est clone la réunion schématique 
d'une hypenmrface, et ésentnellement <le "-OUS-\'arié-té;; plong,\eg dil:ns 
cette hypersurfa,ce; pui::;que Nr,(3, 0) e;-;t localement factorieile, cet le 
hypersurface cr<t donnée localement par une équation .f = O. En fait, le;; 
point,; du diü,e.ur 0 représentent les faisc·eaux {!Je, où C est une cnbique: 
on a déjà, YU que ces faif1eeatl-'>:: sont stable;;1 et. donc l\p,(3, 0) ei\t lis,:;e an 
Yoi;-;inage du diviseur 0. Pour Yoir que l'hyperi\urface <t> •1(a) eilt lisse, il 
,;nffit de ,,érifier que l'application linéaire tangente 'l'<l> est de rang 1 le 
long du diviseur 0. Soit (z1, ~ 2 , z3 ) une hase de H 0(0p

2
(l)). Posow, Jl = 

= 0r,(-2)3 et, lJ = IPr ,( - 1)3• Le faisceau homogène Q1 e;a: t isomorphe 
an conoyau d'uu morphisme 11* correi(pondant au morphb11w 'Il : A. - B 
sm· P 2 défini par la matli<•(• 

L:: -:: -] 
7 - c. 3628 
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dont l'image est isomorphe au fibré cotangent à P 2• L'espace vectoriel 
tangent à Mp:(3, O, 3) au point a est isomorphe au conoyau de l'applica-
tion linéaire 

End(A) EB End(B) _.. Hom(A, B) 

définie par ( G'., [,) - [,u - UQ'.. On eonsidère, JJOUI' v E Hom(A, B) la famille 
de morphismes ut = u + tv : .A. _. B. 

LEMME 4.6. L'application linéaire 

1
. 1 

v ~ 1m - det( u,) 
1-0 t 

induit itn isomorphisme TaMp*(3; 0, 3) ,:::: H 0(élp
1
(3)) 

2 

Démonstra.tion. Constatons d'abord que cette application linéaire~ 
notée aussi v ~ det'(u; v) au § 2.2, s'annule sur l'image de End(.A.) ® 
EBEnd(B) et donc se factorise à travers l'espace tangent ToMp:(3; 0, 3)-

Les mineurs d'ordre 2 de u sont les produits z,zi et par suite elle est surjec­
tive. Puisque ces deux espaces vectoriels ont même dimension, c'est un 
isomorphisme. □ 

'l'enninom, maintenant la démonstration du lemme 4.5. Soit O une­
cubique d'équation w = O, avec w E H 0(l?p,(3)) n011 nul. .A cette équation 
correspond un vecteur tangent non nul, qui provient d'un morphisme v. 
A la famille de morphisme~ u, est associée pour t -# 0 et voisin de 0 un~ 
famille de faisceaux J:', de dimension 1 définie par 

F, = coker tt,. 

Ces faisceaux n'ont pax de section non nulle, et sont de multiplicité-
3, et de caractéristique d' Buler-Poine;a.ré x = O. Par suite ils sont semi-sta­
bles. Le point P 0 = lim1 ... 0 Ft a alors un sens dans l'espace de module­
NP,( ,'3, 0); il a pour support isc11ématique la cubique O, et son image par cl> 
dans l'espace de modules }IP.*(3; 0, 3) est le point a défini par le fibré 
Q1 = coker 11*. Par i:mite, .P0 ·,:::: l?c. De plm;, la dérivée en t = 0 de t ~ 
- <l>(P1) est exactement l'image de v dans l'eRpace 1,angenl. Ceci achève 
la démonstration du lemme 4:5. □ • 

Fin de la démonstrat·ion du théorème 4.4. Par la propriété universelle­
des éclatements (cf. Harü;borne ["61) on obtient un morphisme birationnel 
de variétét1 ynojectivea irréductiblei; et localement factoriellei, 

<l>" : Np,(3, 0) _.. Bla"p *(3; 0, 3). 
2" 

où le second membre est l 'éclaté du point a. On a vu que le groupe de Pi­
card du pr('mier membre est abélien libre de rang 2; d'aprèi:< le rén1lta.t. 
de Drézet. [2} il en est de même du second membre. Il en n1sulte que le 
morphisme <l>" est un isomorphisme (cf. [18], théorème 2 du chapitre II). D 

RNna.rque 4.7. Cet énoncé enlraiue en particulier que le fibré déter­
minant. !!J n'est pas ample, puisque Ra rest.1-ietion au diviseur exceptionnel, 
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isomorphe à P9 , est le fibré @r.( -1). 11 est cependant relativement ample 
au-dessus de l'espace projectif des cubiques. 

~.3. I.e •as quarllqur 

THÉORÈME 4.~ 
(1) Soit F un faiscean semi-stable de dimension 1, de multiplicité 4 

et de caractér·istique d'Euler-Poincaré x. = O. Alors le faisceait P' __..{ 
=q*(p*(1'(2)))(-l) est un Jaisce(m semi-stable de ran-g 4, de classes de Cheni 
C1 = 0, c2 = 4. 

(2) L'application F --. F' induit un morpMsme 

<l>: Nr1(4, 0) --. 11r·•(4; 0, 4) 
2 

qui est l'éclatement de la sous-variété, ·isomorphe au ,plan projectif, donnée 
par les classes des faisceaitx F; = 8 2 Qr•( -1.} ® J,, où x est un point d~ 

! . 

Pf, et L l'idéal déJini par le po·int x. 
LEMME 4.9. Soit F est faisceau semi-stable de multiplicité r et de 

1 
pente µ < 2 (3- r) sur P2. Alors h0(J!') = o. 

Démonstration. Si h0(F) #- O, une i:<ection non nulle définit un mor­
phisme f ::me _., F non nul; on sait [21] que le faisceau strnctural @c est 
stable. Par suite, on a µ(@c) ~ µ; par ailleurs, la formule de genre s'é-

crit µ(@c) = ! (3 - r), ce qui conduit à, l'énoncé. D 

LBMl\lE 4.10. Soit Fun faisceau stable de multiplicité4 et carnctéristiqne 
d'E·uler-Poincaré x = 0 sur P 2• Bi h0(1') #- o, il existe une quartique C 
.et une suite exacte 

0 --. @c --. l? --. 'l' - • 0 

00, T est un module oohérent isomorphe au fciisceau sfructnral-d'un sous~.schéma 
fini de longueur 2 contemf da-ns . C. De plus, la droite qui contient le support 
sehématique de '11 n'est pas contenue dans è. 

Le support schématique est défini par l'idéal de Fitting; pour le 
faisceau T qui figure dans l'énoncé, c'est la même chose que !'annula­
teur. 

Démonstration. Une section non nulle de F définit un morphisme 
non nul f : 6c ...... F. Si l'image I de f était de mulLiplicit.é < 4., on a,u-
1•ait, en utilisant le résultat de Sorger 

1 - - < µm1n(J) < 0 
2 

Par suite, le faii;ceau 0c aurait un quôtient- semi-sta;ble -J de pente-. I_, 
3 

donc de multiplicité 3 et caractéristique d'Euler-Poinm~ré - 1. .:l\fais alors 
l e noyau N du morphisme· 0è -t J s~rait de, inùJtiplicité_ ),' ·et caracté-
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ristique d'Euler-Poincaré x = -1. Les faisceaux N et J n'ayant pas de 
section non nulle d'après le lemme 4.9, il devrait en être de même de 
eJc, ce qui est abf>urde. Par suite J est de multiplicité 4 et puisque P e.i-t 
de Cohen-Maeaulay, le morphisme f est injectif. Le conoyau T de f est 
alors à support fini et x( 'l') = 2. De plus, F et par suite 'l' est annulé 
par l'équation de C: ain1si, 11 est un eJc-module. 

Pour voir que T est ii;omorpbe au faisceau stiuctuml d'un sous­
schéma de longueur 2, il suffit de vérifier la même chose pour le dual 
T" = E,r:t2( 'l', wp,). Reinarquons d 'abord que l'on a une involution F 1-+ 

1-+ 1'1" : = Ext1(.F', wp,) qui respecte la notion de stabilité (cf. [21J); de p!us 
E.1:t~(Pwp,) = U et par dualité, on obtient une suite exacte 

0 --+ F" <-->- eJc(l) --+ T" --+ 0, 

d'où découle le résultat,. Vérifions que la droite l qui contient le support 
8ehématique de T n'est pas contenue da,ns C. Si l était contenue dans 0 
on aurait, en désignant par C' la _cubique résiduel1P, un diagramme commu­
tatif 

0 
l 

F" 
l 

0 --+ (Je• --+ eJc(1) --+ eJz(l) --+ 0 
l l 

TY = T" 

l 
0 

Il en ré:mlte que le faü,ceau eJc• serait un sous-faisceau de F", ce qui con­
tre,dit la stabilite. 

])émonstration du théorème 4.8. En vertu du lemme 4.2. on peut, 
pour Yérifier l'aRsertion (1) se limitm· à l'étude des faisceaux F de multi­
plicité 4 et cara{'.térü,tique d 'Euler-Poinca,ré x = 0 qui ont une section 
non nulle. Si JP n 'est pas stable, il est extension de fai:,;ceanx G cle mul­
tiplicité < 4 et de eara(\téristique d'Euler-Poincaré nulle: d'après le lem­
me 4.1, ils 8atisfont à la condition R1q.(p*(G(2)) = 0 et q.(p*(G(2))) est 
i\emi-stable.11 en réimlt.e que1'' '=q.(p*(1'1(2))(-l) est extension de faisceaux 
semi-stables cle classe de Chem c1 = 0 et ea:ractéristique d 'Euler-Poin­
caré x = o, et par suite, il est encore semi-stable. On est donc ramené 
au cas où 1" est stable. D'apri'.•s le lemme 4.10, un tel fail,ceau est exten­
sion 

(3) 0 --+ eJc --+ 1" --+ T --+ O 

où C est une quartique et T un eJc-module cohérent de support fini et 
longueur 2. On en déduit que l'on a un plongement. 

S2QP• = q,.(p*(eJp1(2))) <-+ q.(p*(eJc(2))) <-->- q.(p*(F(2})) 
2 
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Nous allom, montrer que le conoyau .:K du morphiP.me compoi;é est un fais­
ceau de rang 1 sans torsion :-ur Pt, bien :-ùr de classe de Chern c1 = 1 et 
de caractéristique d'Euler-Poincaré x = 2. On verra (cf. lemme 4.13) que 
ce faiscea,u est en fait isomorphe à I 1(1), où 11 est l'iùéal du point l E 

E Pt correspondant à la, droite contenant le 1-upport schématique de T. 
On a alors une extension O -, Q1 -+ F' --+ .:K(-1) --+ 0 d'où il ré1-ulte 
que F' est f\emi-stable. 

L'ù1Yolution ll ~ Ir : = E:rt1(P, wP) respecte la notion de f\erni-sta-
' bilité et le support schéma.tique; de la suite exacte (3) appliquée à 

Ji'" il découle pa,r dualité un plongement F <-+ <P0 (1) et par suite une in­
clusion 

Pour Yérifier notre assertion, il suffit de vérifier que le conoyau f2 du 
morphi~me composé S 2QPJ --+ 8 3QP:, etit sans torsion. Ce morphi1-,me est 

obtenu par multiplicalion par la section de t E H 0(Qp•) ~H0(@p2(l)) cor-
2 

respondant au morphiRme compo~é 00 <-+ P <-+ 0 0 (1): c'est l'équation 
de la droite l qui contient le support schématique de T. Le conoyau f2 
m,t alors isomorphe à q*(p*(l!Ji)(3)). Le fait qu'il soit sans torsiou e:-t clone 
un cas pa,1ticulier de l'énoncé suivant : 

JiEM1tfE 4.11. Po·ur k ~ 0, le fnisceau fl1r = q.(p*(01)(k)) est 1'.so-
111orphc à Jf(k)~ ou 11 est l'idéal du point l de P:'. 

DhnonstraHou. On a une réwlution 

0 --+ Sk-1QP* ..:. SkQP* ..... !21: ..... 0 
2 2 

où le morphisme v induit par la multiplication par t EV* = H 0(Qp*)· 
2. 

Rupposons choü;ies des eoordonces (x, y, t) dans V* = I1°(@p1 (l)) de sorte 
que l'équation de l soit t = 0 ; au voisina.ge du point l E Pf, un point de 
coordonnées ( ç, YJ), correspond à la droite de P 2 d'équation t = ~ x + 
+ TJY· On a une trivialisation du fibré QP* au voisinage del donnée par 

2 

les ,o,cctions ( :r:, y), d'où on déduit mie b i da.lisatiun de S;;1)P~' donnée par 

les sections (x\xt-1 y, . . . ,yk); on en dücluit que le morphisme v est 
donné par la matrice 

ç 0 

'1) ~ 

0 )) 
V= 

0 0 

0 0 

0 

0 

~ 

0 

0 

0 

0 

0 

1J 

de sorte que au voisinage du point, l le conoyau est i::;omorphe à l'idéa.l 
engendré par les fonction:, ç1-r('-1 c'est-à-dire l'idéal If. Par suite flk = 
= If (k). Ceci Mmontre le lemmP. D 
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Pour trouver l'image du point défini par F par le morphismè cJ) nous 
avon11 besoin d'identifier le faisceau :fî introduit dam, la démom,trat.ion 
ci-dessus. Commençons par décrire, sur 1e plan projectif dual Pt, le mo­
dule cohérent T; = q*(p*( T)). 

J,EMME 4.12. 
a) Le fai:rneau T' est un f ai.~ceau. de dimension 1, semi-,iuible, de mu.lti­

plici'.té 2 et dont la caractéristiq11c d'Euler-Poincaré e,'?t 2. 
b) Le support schématique de 'f' est une conique C' singulière an 

point l E Pf correspondant à la droite du plan P. contenant le support sché-
matique de T. -

c) On a un 1'.somorphi.~me 

T' ~ 11 flc'(l) 

où I, est l'idéal du point l. 
Démonstration. On utilise la préf\entation, dans P2 

0 _. lD1( - 1) '-' lD1(1) _. T -+ 0 

qui fournit par application du foncteur q*(p*(- )) la suite exacte (cf. 
lemme 4.11) 

(4) 

Il en n;sulte que le module cohére11t T ' est dedhnen:,;ionl, deCohen-}la­
caula.y, de multiplicité 2 et carac-téri,,:t ique d'Eull'r-Poincaré 2. Son 
support sclihnatique est la couique définie en dehors de l par le morphii-\­
me y. On a éYidemment une suite exacte O -+ T1 -+ 1' -+ 1'z -+ 0 où T, 
sont des faisceaux de longueur 1, de support des point:-; a ; ùe P 2 (èrnntuel­
lenwnt confondus). Par image directe, on ohtient la suite exacte 

0 _. lDa, _. T' -. lDa, _. 0 

où les faü,eeaux ~\ sont les faisceaux structuraux des droîk,; de P~ cor­
rei>.pon<lant à a,. Ceci prouYc que T ' est semi-fitahle. D;tns PT, chacune 
des deux droites a, contient le point Z et est conknue dan;;; G'; il en résul­
te que Z appartient à. la conique C' et que c'est un point ;;ingulicr de C'. 
L'a»sertion c) résulte trivialement de la suite exacte ( 4 ). D 

LEllLME 4.13. Le fai.~arw :fî considéré ci-dessus est i.~omorphc à 1,(1) . 
.Démonstration. D'aprè:,; la constn1ction de :lî, on it une suite exacte 

o _. lDp*( - -1) - :fî _. T ' _. O, 
2 

et le fai,;ecau :fî est un sons-faiHceau cohérent de 0P*(l). Le morphisme 
2 

composé (!) *(-1) -. lDrf(l) est celui qqi donne l'équat"ion de la conique 

singulière C' ;;upport schématique de T '. Il en ré:;ulte que la dimeuûon 
de la fibre :fî(l) de :fî au point l est égale à la dimension de la fibre de 
1" en ce point. Cette dimensioll est 2 d'après la dcseription de T' donnée 
dans le lemnw 4.12. Donc l est un point singulier de :fî ; puisque 02( :fî) = 
= 1 c'est le seul 'point singulier, et par suite .Jf"::.: J,(:1). Ceci achève la 
démonstration du lemmP 4.13. 0 
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Le dfoiseur 0 de Np
1
(0, 4) 

LEMME 4.14. Le di·viseur 0 est irréductible. 
Démonstration. C'eRt l'image de la variété <c des couples (C, D) où 

0 est une qua,rt-ique de P 2 et D un sous-schéma de longueur 2 de 0 1 par 
le morphisme tj,: <c .... Np,(O, 4) qui associe à (C, D) le point de NP, (4, 0) 
défini par le noyau J,' du morphümrn surjectif Oc(l) .... T, avec T = 
= 0 0 (1). 

En effet, constatons d'abord que ce noyau est toujours semi-stable, 
ce qui donne un sens au morphisme ljl: en effet, s ' il n'était pas semi-stable, 

il aurait un soui:;-faisceau ma:ximal F 1 de 11ente O < µ 1 < __!__ . Ainr-i, F 1 
2 

serait de multiplicité 3 et èaractéristique x = 1. Le quotient J,\ = FIF1 
serait forcément isomorphe à 01( -2), où l est une droite. Alors on aura,it 
un morphisme d'extern;ions 

0 -+ 1!' -➔ (')c(l) - T - 0 

! ! li 
0 -➔ F 2 .... G - T .... 0 

où le faisceau a est un quotient de l9c(l) de multiplicité 1 et caractéris­
tique d'Euler-Poincaré x = 1. Il est obligatoirement de Cohen-M~au­
lay, donc isomorphe à l9,. Mais c'est a.bimrdc, car Hom (l!lc(l), @r) = O. 

11 est, clair que tout point du diYü;eur 0 est l'image par tj, <l 'une 
paire (C, D): ceci résulte du lemme 4.10 si c'est un point stable; s'il 
n'est pa.s stable, c'est la classe d'un fai;-;ceau @c, $ <!i1(-l), avec C' cu­
bique et l droite de P 2• Mais alors on choisit C = C' u Z et, D c l de ma­
nière arbitraire. Ceci démontre le lemme. 

OülWLLAIH.E 4.rn La fibre 0 1 : = (l>-
1(Z) estirrérluctible de dimension 14. 

1Jémo11stratio11. J,e groupe projectif P(-ll(3) opi.\J'e de manière naturelle 
sur les espacef; de mo<lnlE•.~ "\'p,(4, 0) et l1P

0
*(4; o, 4), et le morpbi;,me <l> 

est éqnfrariant. Le pla.n P~ c;;t inYariant", et ce groupe opère de fa~on 
homogène sur ee plan. L'espace total étant irréductible de dimern-ion 16, 
ks fibres wnt im.'.•ductihle1- de même dimension 14. Le morphii,me <l> étant 
un morphisme birationnel entre va,riét<'.-8 projectirns nommle:;, l'irréduc­
tibilité de 0, résulte d'ailleurs aussi du << Main theorem >) de Zariski. D 

l.e cône normal de Pt dans :up*(4; o, 4 ). Donnons d'abord une des-
2 

cription anal\'tiqut: locale de l\l : = llP*(4; O, 4) au voisinage d'un point • z 
a, (le P!. Un tel point est représenté pa,r le faisceau semi-stahleF'=Q1 © 
Œ>lz. 1,e grnupe des automorphümwK <le F', isomorphe à CC* x CC*, opère 
de manière naturelle sur l'espace Yectoriel Ex:t1 (.1"', F '), et du point de vue 
ana.lytique, on a un i,;omorphisme local 

CM, ac) ~ (Ext1(P', P')/Aut(F'), 0) 

où le quotient qui figure tla.ns le second membre est le quotient de ~fum­
ford. L'e~11ace vectoriel Ext1 (.B", F') :-:e dècompose en somme directe de 4 
factrnris que nous frrivow; sous forme matricielle 

(Ext1(Qi, Qi) Ext.1(1,, Q1)) 

\ Ext1(Q1, L) Ext1(I1, 11) 
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Le groupe Aut(.P') agit trivialement sur le premier et quatrième facteur; 

pour ( ,,, 1) E .J..ut(F'), il agît par multiplication pal' ~ sur le facteur 

Ext1(I1, Q1) et par rnnltiplîcation par .!:__ sur le facteur Ext1(Q1, 11) . ()e 
•). 

q_uolient e;; t clone isomorphe à K-:t1(Q;,·Q1) x Kl't1(Ii, I,) x B oit R d(•,.;i­
gne la !'-ous-nuiété de Ext1(l1, Qi) ® Ext1(Q11 li) de,; tenseur;; dfrompc­
;;ahle~. 

11 en r('.,~ ulte que le cône normal X1 de P; dans i\l l:'iit isomorphe au 
produit E:xt1 (Q1 , Q1) X R. 

Pin de ln démon8tration ûa th ë()rème 4.S. Bile s'in,:pire cle celle ün 
thèorè>me 4.-:1:; ccpenda,nt elle est J)lus ,V•lic:.ate eu r,üi-;on dn fait (JHL' le 
plan Pf de :u est contt'llll dam le lieu ~inguliC'r. On a ,·u qu0 le di\'i,;eur 
0 e,,t conirac.té en le plau projectif P~', et compte-tenu du lemme -L:2, 
on obtient. c1ue l'image réciproque ùe l'f par <P e;;r, au moin;e: en,;embli~­
tement, le di , ·L~eur 0. Cette ima.gc réciJH'(Hl_lle e:<t done eneore la- réunio.u 
d'une hyper:rnrface, flonn~e localement par une équation puisque 
XP,( J, 0) e;;;t loealement factorielle, et éventuellt>ment de ,;ou;;-variétéf, ün­
mergéei-1. Pour mir que <P-1(Pt) eAt une hnwr,mrfaee, il ::;nffit üe moutl·t'r 
-que l 'al)plication linéaire ti-\.ugente T<D, l'\·iclt•nmienL de rnng ;;,,c 2 en tout 
point ùe 0 d 'aprèf:- la description donnée da1t" la démonstration dLL lemme 
4.lJ , e:'it- en fait tle rang :3. On ;:;e plaee an-de.,,m:'; du point a1 correspon­
dant au fai,;ce::tn polystable P' = (J1 © 1,. On peut supposer ttue l (•,t 
la droite rl't'quation z1 = O. l-'owrn; A= ~;.(-2) et B = &t(-1). Le 
faisceau T' a, une JH'r,;entation ùu trpe (2), ù Ïaquelle corre.~pontl tlll mvr­
phi;;111e n: A -► B sur P2 tlmmé par la maJrice 

0 - Z3 
~ 

,! ] 

""2 

Z3 0 ~ t 
1{ = 

- z.~ ~'t 0 

0 0 0 

00fü idèrons un élément 11 = (r, s1 ® 8 2) du cône nonnal Ki ùe Pf (fans 
Ill. rn 1-el él<'.•ment ,-;e repré;;ente par 1'él1jment de Ex:11(F', P') de ,11,1-

nic·e 

L 'e.,pac-e n.•ctoiiel Ex:t' CF', P') peut ~e l'el)n\;;e11ter par nu ,,ous-espace 
;-ectotiel de Hom(A, B) transverse à 1'or1Jit.e du point ·11 ,;ou,:; le groupe 
Aut(A) x Aut(.H); dan,; les somme;; din,et e;; A_ = @;,(-3) EB lP,( - 2) 
et B = (!•:,( - 1) EB IPr,(-1) on oht ient- un revré;;enta ut ·r -dont la matlice 
sera encore 11ott•e 
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Ici les matrices r, s1 et, s2 sont à coefficients dans H 0( {l)p
2
(l)j. Considérons, 

pour t E <C le IDOI'}lbisme 111 : A ...... B de ma.trice 

Ut = (U11 + tr 81) 
ts2 Z1 

où u11 : lli;.(-2) , • ~.(-1) est donné par la matrice 

LEMME 4.16. 
(i) Le polynôme w E n°(llip,(4)) d~fini par 

ne <lépend que de v . 

1
. 1 

w = 1m - dei(u,) 
1-0 t 

(ii) L'application v H> w: N, ...... H 0(ll!p,(4)) est surjective, et it1duite 
par une apph·cation linéaire dont le noyau ne rencontre N 1 qu'au point {0}. 

Démonstration. Ecrivons 

Le éalcul montre qut\ 

w = z1det'(1111 ; r) - (n1z1 , 1 b1z2 

On voit donc que ce polynôme ne dépend que de v = (r, s1 0 s2) et que 
l'application v H> w est induite pa.r une application linéaire. D 'aprè~ le 
lemme 4.6 tout pol.,·nômc de rlegré 3 ei:-t de la forme det'(uu; r); il en ré­
fmltc que tout, polynôme rlc degré 4 est de la forme ci-dessus. Si ce poly­
nôme est nul, alors z1 divise soit s1 soit 8 2. :Mais ceci signifie que la claf-se 
de 81 (ou la cla::.se de s

2

) fürns Ext1 (I,, Q
1

) (re:1p. Ext1

(()

1

, I,)) est nulle. 
Mais par Je choix de notre représentant v ceci implique que s

1 

= 0 ou 8 2 = 
= O. Alors dct'(u11 ; r) = O; d'après le lemme 4.6, ceci entraîne r = 0 
et par suite v = O. Ceci d<'rnontre le lemme 4.16. □ 

On suppose rnaintonf1nt v ,fa O. Alors, pour t voü;in de O et non nul 
le morphiP.me u, : A ...... R con:-;t1 uit ci-dcsim1:- est gl'-nh i'-! uonent de rang 
4, et son conoyau 1"1 = coker u, est un faitccau de dimeuf\ion 1, de multi­
plicité 4 et de caract-C.:•ristiquc d'Euler-Poincaré z = 0; il n'a pas de sec­
tion non nulle, et pa.r suite, il est semi-stable. Il définit donc un point dans 
l'espace de modules ~P,(4, 0). Considérons le point 

F 0 = IimF, 
,-o 
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L'image<D(Z,,\) est le point défini par le conoyau de la matrice ut sur pt 
associée à la ma.trice 

1lo = (Uu Si) 
0 Z1 

et par suite, le faisceau associé sm· P:fi est extension cle 11 par Q1. Par 
suite, <D(F0 ) = a-1 : aim;i, F 0 est un point du diviseur 0. De plus, la dérfrée 
au point t = O de l'arc t i-+ <D(.Ft) est évidemment le vecteur v E N 1 non 
nul par hypothèse. On a ainsi montré que l'application linéaire tangente 
Tet> e:;t de rang 3 au point F 0 • Il r<:'xte à montrer que tout point du did­
se1u 0 e:;t de la forme F o· 

LEMME 4.17. Le point P 0 ne <lépend pas clu représentant v choisi dans 
Extl(.F', l!''), mais settlement de 'J, et l'applica-tion N1 - {O} -+ 0 (léfinie 
par ,1 i-+ F 0 est su.rjective. 

Démonstration. Considéron,; le morphi:-;me canonique 

0 1 ::..,. \ @r,(4) ! 

Ce morphisme est génériquement fini de degré 6. Le point F 0 dépend de 
manière régulière de 

et pour l'action naturelle de Aut(P') 1,;ur Extl(P',..b'') le morphixme com­
posé v i-+ w = a(l!'o) est invariant,. Il en ré::;ulte que 1!'0 lui-même ne dé­
pend pas de v, mais seulement de v. En fait, il ne dépend qne de la claKRe 
de v clant:. la variété project.ive P(Ni). On a alors un diagramme commutatif 

P(N1 ) - 01 
\. Jo 

i @r,(J) i 

dans lequel le morphh;me oblique est ,;urjectif d'aprè:,i le lemme 4.16. Ainsi, 
l'image de la flèche horizontale est un fermé de dimen"iou H. Puixque 0 1 

est irréductible d'après le corollaire 4.15, cetü• flèche e:--1, imrjectin~. Ceci 
achève la demonstration du lemme. D 

La démonstration se termine comme dam: Je caic: r = 3 : par la pro­
priété universelle des éclatements (cf. Hartshome [ti]) on obtient un mor­
phisme birationnel de variétés projectives irr&ducUbleR et localement.[ ac­
torielles 

<l>" : Np,(4, O)-.... BlP,;"l\tpt(4;0, 4) 

où Je second membre est l'éclaté du plan pt. On a vu que le groupe de 
Picard du premier membre est un groupe abùlien libre de rang 2; d'après 
le résultat de Drézet [2J, il en est de même du second membre. Le théo­
rème 2 du chapitre II de [18] reste ,Tai pour les variétés localement, fac­
torielles : il en résulte que le morphü-nne et>" est un isomorphisme. □ 
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4.4. l':iis<>eaux tll' multipli1·ité r > 4 

Si F e:,;t un fair;ceau de dimel!f'ion 1 et de multipJicité r > '1, de ca­
ractérbtique d'Euler-Poincart\ l. = 0 le faisceau ll' = q*(p*(F(2)))( - 1) 
e::-t :,;am: ton-:ion de rang r et llc clas:;;es de Chem (0, r) ù'après le lemme 
•1.1, mai" il n'est pa,; ohligatoirement :-table: 

PROPOSITION '1.18. Pour tuut entier r > 4 il eJ,iste II n faisceau sta.ble 
l!' de multiplicité r l'i c:nraetéri.~tique d'E1der-Puincaré x = O sur le plau 
projectif tel que a- = q,.,(p*(.F(2))) suit instable. 

Démonstration. Suppo:-;on:,; <l'abord r impair, et con:,;idérons tme 
courbe _plaile (! de degré r. Po,<;ons r = 2k + 3 et con,c;idéron:; le faisceau 
l' = 0c(k). D'a1n·è.-; le ré.sulta.t de C. Sorger [21], c 'est·. évidemment un 
faisceau stable de caractéristique z = O. De plus la suite exacte 

0 -► Op,(-(k + 1)) - , (')p,(7.: + 2) ..... F(2) -► 0 

conduit i1- la, :mite e:xactt' 

ce qui entraine que lt> faiseeau (J = q*(p*(F(2))) est. localement libre de 
nmg r, ùe pente µ = 1 et que f; a un quotient localement libre de pente 

k - 1 - - - < 1 doue 11 \','-t pas semi-stable. 
2 
Supposon:-; maint enant que r wit pair; posons r = '2k + 4. Consi­

dérons une courbe lisse O pla11e de degré r et 1..: + 2 pointf!. lii-ses di:-stincts 
,:ur C. Sait J l'idéal de C défini p:1r ce~'. point:-; et F ,_-= EJ'/ 1{ J, (ùp2)( -( k+l) ). 
Puü,que C'est irréùtu:1i1Jlc, P e:-t Uil fai~ceau :,;t:ü,le, de multiplldté r et de 
c:arae téri"tique d'Eu!rr-PoiHca-Tf -;_ = 0 et l'on a nta' snitt> Pxacte 

Û ___, l9c( l;) -> .f:' -• 1_w -> O. 

Il <"n réRu!te que (,' = q*(p*(F('2)) ) est un fai~eeau ùe rang r ::-am tor;;ion 
ùe claf!.se lle Chein e1 = ,· donc· de pente 1. Il contient comme mu;;-fai:--

i , k cea,u S :+~ (J J'~_ qui e>'t de pente - -i- 1 et par r-:uitc c'est un fa.ii,ceau ins-
2 

table pour r > 4-. □ 
Soit F un fai~eeau semi-stable de dimension 1, d-'- multiplicité r, 

de caractéti:~tique d'Eulcr-Foincaié z. On peut bien f!.Ùl' r-:onger à étuùier 
si les image::l directe,; Gi = t1*(p*(F\i ))) pour i > 0 entier conYeuable, 
sont encQre semi-st-ahle~. On i<ait déjà cl'aprè~: Je lemme '1.1 qne ces fais­
ceaux rwnt sans ton.io11, de rang r, de c}asEe de Ohern c1 =0 (i - 1) et de 
caractéristique d'Euler-Poincaré z = fr. On a par exemple: 

l'ROPOSI'l'ION '1.19. On cons-idère1 pour J,' générique, le faùceau Gk = 
= q*(p*(h'(lc))). 

(1) S1' r = 2k - 1, le faisceau GA" est stable. 
(2) s1· r = 27;, le fasi'ceau G1; est semi-stable. 
Démonstratio;i. 11 Ruffit d 'étudier les faisceaux construits dans la, 

proposition 4.18. Si r = 2k - 1 l'image directe G1; = q*(p*(F(lc))) du fais­
ceau 0c(k - 2), où C est une courbe de degré r est isomorphe à sr-1Qr* 

2 

et par conséquent stable. Dans le cas r = 2k, on considère une courbe 
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lisse l'idéal J c tJc de k points lisses sur C alignés. Alors pour le fais­
ceau F = J(k - 1) l'image directe G1: = q*(p*(.E'(k))) est encore semista­
b le : on a des i nclusiuns 

@c(k -- 2) ~ F ~ (!Jc(lc - 1), 

où l'inclusion (!Jc(k -- 2) ~ (()c(k - 2) est induite pt~r l'équation de la 
droite contenant. les points marqués sur C. La démorn4ration se termine 
exactement comme celle de l'asRertion (1) du théorème 4.8. 0 

b • 1 • [ r + 1) 1· • • 11 On o tient a orR, pour i = -
2
- une app 1cat1on rationne e 

où M,., désigne l'espace de modules associé aux fai,-ce.aux semi-stables de 
rang r, classe de Cbern c1 = (i - 1) r et de caract-érist.ique d'Euler-Poin­
caré x = ir sur le plan project,if dual. 

CONJECTURE 4.20. Pmtr i = [r ! 1 ] l'applicatfon rationnelle <I>, s'é­

tend à l'espace de modules global N P*(r, 0). 
2 

L'espace de modules M,.t est. de diroensio11 (i2 - i - l)r2 + 1 donc 
supérieure à r 2 + 1 dès que i > 2. Cependant, l'application rationnelle 
<I>, n'est. pas un plongement., comme ie montre la démonstration de la der­
nière propo~:.ition. 

5. QUJ,STIO:\S DE RATIONAUTJ~ 

On a déjà identifit'i pour r = 1 ou 2 les espaces de modules Np,(r, :x.): 
ils sont, isomorphes pour r = 1 au plan projectif, et. pour r = 2 à l'espace 
project.if des coniques. On se propu:;e d'étudier la raLionalit,é des e;;pa,ce,; 
de modules Np,(r, x). 

THÉORÈME 5.1. On suppose r ;. 3. 
(1) Pmtr r = 3, les espaces de modules NP,(r, x) sont isomorphes à 

lli cub-ique unit:erselle 1fans le plan projectif si x '--' ± 1 mod a, et mtionnels 
six= 0 mod 3. 

(2) Les espaces de modules Np,(r, :x.) sont rationnP.ls si x = ± 1 mod 
r et x = ± 2 mod r. 

(3) L'e8pace de 1nod1ûe..<J NP,(r, x) est rationnel si r ~ 4. 
La courbe universelle U(r) de degré r dans P2 est évidemment ra­

tionnelle, puisque c'est un fibré localement triYial en espace projectifs 
au-des:-us du plan projectif. La rationalité de Np2(r, 0) pour r = a ou r = 4 
résulte d'un énoncé de Fon11anek [5]: en effet, on a vu que NP,(1·, 0) 
contient un ouvert isomorphe à l'ouYert des fibrés de Higgs st.ables quasi-ri­
gides (cf.§ 3) sur (Pi, (!Jp, (1)). Cet ouvert est isomorphe au quotient de 
Mumford Hom8(G, G(l))/Aut(G) où G désigne le fibré trivial de rang r sur 
Pr L'espace vectoriel des morphii\mefl Hom(G,G(l)) est aussi l'espace 
vectoriel des paires de matrices carrées d'ordre r et le groupe Aut(G)~ 
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==:Gl(r, «:) agit sur cet espace par conjugaison sur chacun des fact.eun;. 
Le ré,-ultat de Fonnanek affirme que ce quotient est rationnel. Il reste à 
Yérifier les a:-;sertions (1) et ( 2). 

Démonstration. On a un i,-omorphi,-mc 

NP,(r, x) == Np,(r, x + ir). 

En utilisant en outre la dualité, on est ramené à étudier les cas x = 1 et 
X= 2. 

1. Le cas r = 3, x = 1. Si F est un faisceau stable de dimension 
1, multiplicité r, et caractéristique d'Euler-Poincaré x = 1 ; en vertu du 
lemme 3.12 le spectre (aYec multiplicités) du fibré de Higgr,, associé sur 
(Pi, (!)p,(1)) est (O, ( - 1)2). Il en résulte que· h0(F) = 1. On a alors un mor-
phir,,me 0e i...... F, où 0 est la cubique support Hchématique de .F. Puis­
que 0e et 1,1 sont ~tables, ce morphisme est obligatoirement injectif. Lè 
conoyau de j est alors isomorphe au faisceau structural d'un point p placé 
sur la courbe O. H-éciproquernent, étant donné une paire ( C, p) formé d'une 
~ubique 0 et d'un point p placé sur 0 on définit le faisceau F'" par le noyau 
du morphisme canonique 0e ---. «:P· Oe fai:-;ceau est de multiplicité 3 et 
caractéristique x = - 1. n est stable : car sil!'' est un 1-1ous-faiscea,u de 

F" de multiplicité r' < 3, sa pente µ' est < 0 et par snite µ' < - _!. . Le 
2 

faisceau F est alors stable de multiplicité 3 et x = 1. On a ainsi obtenu 
un isomorphisme 

Np
1
(3, 1) ~ U(3) 

avec la cubique universelle de degré 3 dans le plan projectif, en associant 
~Pla paire (0, p). 

2. Le cas r > 3, x = 1. La, même démonstration que dans le cas 
r = 3 montre que sur l 'ouvert coITeHpondant aux fibrés de Higgs quasi­
rigides on a h0(1!1) = 1. Si 0 est la courbe de degré r définie par le support 
schématique de 0 on a alors un morphisme canonique (à homothétie 
p rès) (!Je ---. l!'. En général (par exemple si C est inéductible) cc morphisme 
est injectif et son conoyau est isomorphe au faisceau ,;t-ruct,ural d'un sous-

r(r - 3) 
schéma de 0 de longueur g = --- -1- 1. 

2 
Réciproquement, étant donné une paire (0, l"') formée d'une courbe 

de degré r et d'un souK-schéma de Y de longueur g on conRidère le fais­
ceau défini par li' = Ext1(Jy(r - 3), <ùp,) où Jr est l'idéal de Y dans O. 
Alors J1' est un fai,-ceau de dimemion 1, de multiplicité r et de caractéris­
t ique d'Euler-Poincaré x = 1. En général, (par exemple si la courbe C 
est irréductible) il est stable. On a donc obtenu une transformation bira­
t ionnelle 

Nv.(r, 0) -- - Di~(U/}>2) 

sur la variéLé relative des diviseurs de Weil de degré g sur.la courbe üïîl­
-verselle de degré r. Locatement, au-dessus d'un ouvert du schéma de Hil-
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bèrt des ROWH,cbémas finis de longueur g de P 2 cette variété est un fibré 
en espaces projectifs de dimemion 3r - 1. Ce schéma de Hilbert étant 
une variété rationnelle, on obtient le résultat annoncé. 

3. Le cas r > 3, x. = 2. Le cas x. = 2 est beaucoup plus difficile~ 
pour r > 4, la démonstration s'appuie sur les résultats de Hulek (8], 
Str0mme [22] et Maeda [14] qui donnent la rationalité des espaces de 
modules de fibrés vectoriels stables de rang 2 sur le plan projectif. Il est 
commode d'introduire pour la démonstration les variétés de modules des 
systèmes cohérents, construites dans (11 ], qui généralisent celles des 
systèmes linéaires. 

Systèmes cohérents. On se place sur une variété algébrique projec­
tive X lisse, connexe de dimension n, polarisée, et on désigne par Px le 
polynôme de Hilbert de @z.. Si J!' est un faisceau algébrique cohérent de 
dimension d sur X, le polynôme de Hilbert PF de F s'écrit 

<I 

P1.(m) = r!!!:_ + termes de degrés inférieurs. 
d! 

où r est un entier, appelé multiplicité de ..b' . . Si ..b' est sans torsion, cet en­
tier est le produit du rang de Jt' par le degré de X. Le polynôme de Hilbert 
réduit de l!' est défini par 

Définition 5.2. On applJe système cohérent de dùnension d sur la va­
riété X ·une paire ( r, F), ou F est un faisceau algébrique cohérent de dimen­
sion d sur .X, et r 1m sous-espace vectoriel <le B 0(F). 

Un systènie cohérn1t (r, Jt') de dimension n est appelé structurr, de 
niveau si l'espace vectorùl r a pour dimension la multiplicité de F . 

Etant donné un système cohérent ( r, .F) de dimension d sur la vari­
été X, le polynôme de Hilbert réduit de ( r, J!') est défini par 

dim r 
P(r,Fi = -~-Px+ PJ,·• 

r 

où r est la multiplicité de F. 
D~finition 5.3. Semi-stabilité 1 

Un système cohérent (r,F) dë dimension d est dit semi-sta,ble (resp. 
stable) sï 

a) 1e faùcea1t F est pur de dimension d; 
b) po·ur tout sous-module cohérent non nul F' c: F, et tout sous-e8pacc 

rectorùl r' c: B 0(F') n r, on a 

1 Les polynômes, sont ordonnés par ordre lexiccgraphique sur les coefficients, en 
• _commençant ·par les . term•, ,Je 'Qlus haut degré. 
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L'inégalité de l'asscrt1·on b) signifie que l'on a 

dim I" ·dim r t d '' 1. . ( --- ~ --- e , en cas cga ile, p p• ~ PP resp. < ) 
r ' r 

-cù r et r' sont les 1nultiplicités resp ectives de .F et Jl'. 
Exemple. Si 1' est un faisceau algébrique cohérent sur X, le système 

-0ohérent ( {0}, .F) est F.emi-stable si et seulement si le faisceau F est semi-
13table. En général, si un système cohérent (f, /!) est semi-stable, ceci 
n'implique pas que F est un faisce;m semi-i-table. • • 

Un morphisme de systèmes cohérents (l', .F) _,. ('f', F') est un roor­
:phisrne de faisceaux algébriques f : F - F' tel que f(r) c r·. Les systè­
mes cohérents de polynôme de Hilbert réduit fixé constituent une caté­
.gorie abélienne, dans laquelle la riot.ion de filtration de ,Jordan-Holder a, 
un sens; à isomorphisme près, le gr-a.dué de ,Tordail-Holder d'un système 
~hérent semi-stable est donc bien défini. Deux systèmes cohérents sèmi­
·stables sont dits S-équivalents si leurs gradués de J ordan-Holder son is9-
morphes. . 

TJIÉORÈ}IE 5 .4. Soit P un·polynôme de deg,·é d; JZ- existe pour les sys­
.tèmes cohérent3 semi-stables (r, F) de dfmension d sur X tels que P,, = P 
un espace de modules grossier Syst.'r(P). Cette var·iété a les propriétés sui-van-
t es : • 

1. Elle est project.ive. , 
2. Les point3 f ermés . de Systx(P) sont les classes de-S -éq·ui-valee.~e de 

.$ystèmes cohérents semi-stables (r,F) .tl!ls que Pp ,-:-, P. 
3. L'ensemble des classes d'-isomorphisme ile systèmes cohérents stables 

,r, .F) tels que PP = P s'identifie à im ouvert Systx(P, i) de la variété 
:Systx(P). 

Naturellement, on a une décomposit~on en composantes disjointes 

Systx(P) = II Systi(P, i) 
; 

,où Systx(P, i) est la composante correspondant aux: systèmes cohérents 
i(r, F) tels que dim r / i. 

On suppose désormais que X est une surface algébrique projective 
lisse, et que wx est numériq_uement équivalent à or.é'x(l), où or. est un nom­
bre rationnel. E tant donné deux entiers r et x, on pose P(m) = rm + X· 
Etant donné un système cohérent semi-stable ( I', F), où F est de di­
mension 1, de multiplicité r et de caractéristique d'Euler-Poincaré, x, 
-e t dim r = i , on peut considérer le faisceau _G = E xt1(F, é'x): ce faisceau 
.a alors pour polynôme de Hilbert P*(m) = rm - (or.r+ x). Le faisceau 
.JJ' étant de Cohen-M~aulay, on a aussi F ~ E xt1(G, é'x) et pal' suite 
.H 0(F) ~ Ex:t1(G, <9x), de sorte que l'on peut associer au système cohérent 
·d-de11sus une classe canoniq_ue de Ext1(G, r• ® é'x), Ceci fournit une 
.,extension 

o -+ r• ® 0x _. E _. G _,. o. 
-On a ainsi associé à (r ,F) une structure de niveau (r•, E) avec E de di­
mension 2, de polynôme de Hilbert iPx + P•. Le Théorème suivant est 
-démontré dans (11 ] . 

-



674 J. Le Potier 40 

THÉORÈ:'.\IE 5.5. Le s:11stè1ne eoliérent ( r•, E) est semi-stable. Le mor­
phisme fonctoriel ( r, F) H-- ( r*, E) induit un ·isomorphùmie 

Sy3fx(P, i) ~ Systx(iPx + l'*, ·i) 

qui échange les ouverts de points stables Syst;i-(P, i) et Sysl~(iPx + P*, i). 

Retour au plan projectif. On suppose pour l'iirntant O < x ~ r. 
Soit U l'ouvert de Syst~

2
(1', x) correspondant aux classes de systèmes 

cop.érents ( r, F) tels que h0(F) = X· Cet ouvert est évidemment non vide : 
il suffit de choisir SUl' une courbe lisse de degré r un faisceau inYersible 
.h' tel que h0(F) = X· Alors le système linéaire complet (H6(F), Il) est stable 
et définit un point de U. Remarquons de plus que dans cet exemple, F 
est lui même stable. On a alors un plongement ouvert U' <,,.+ Np,(r, x.), 
défini sur l'ouvert U' c: U des classes de systèmes cohérents stables (r, F) 
telles que F soit stable, ouvert lui aussi non vide d'après ce qu'on vient 
de voir, qui associe à la classe de (r, P) la classe de P. Ainsi, on a obtenu 
un isomorphisme birationnel 

U -- -. N,.(r, x.) 

Soit P* le polynôme défini par P*(ni) = rm x 3r - X· A l'ouvert 
U correspond, dans l'espace de modules Syst~,( x.Px + l'*, x.), l'ournrt 
U* des structures de niveau stables ( r*, E) où E est un faisceau sans tor­
sion satisfaisant aux conditions suivanter,.: 

r(E) = x., c1(E) = r, x(E) = 3r; h0(E) = 3r. 

Remarquons que le faisceau E n'est pas obligatoire.ment stable: le calcul 
montl'e en effet que l'on a (2rc2 - (r - l}cD(E) = (r - x.) (r - 2x.} 
qui n'est positif que si O < 2 x :,;; r. 

Le cas r = 4, x. = 2. Dans ce cas, l'ouvert U* rencontre l 'ouvert 
des systèmes cohérents stables ( r*, E) tel que E soit semi-stable : les clas­
ses de Ohern imposent en fait qu'un tel faisceau doit être isomorphe à 
(0p1(2})2• Considérons en effet l'ouvert Grass'(2, Ji0(0,,(2)) des points 
stables de la grassmannienne des sous-espaces vectoriels de dimension 2 
sous l'action de Gl(2, <C), et le quotient de l\Iumford 

!B' = Gr:.iss'(2, H 0(0,,2)) ® <r, 2)/GZ(2, (C). 

LEJ\BŒ 5.6. Soit E = (0p
2
(2))2

• En dehors d'un fl'rmé de codime11sion 
10, un point a e !B' déf1"nit une classe d'isom0rphisme de systèmes cohérents­
stables (l'*, E). 

Démonstration. Le fibré E étant semi-stable, pour vérifier que ( r•, E) 
est un système cohén•nt Rtable, il suffit de constater que si E' c E est un 
sous-fibré de rang un on a dirn r* n J1°(E') ~ 1, sauf pour les sous-fibrés 
E' de ela~se de Chern c1 = 2, pour fo:-iqucls on doit Yérifier ! 'inégalité stricte. 
Mais si E' ~ 0,,(2) cette inégalité stricte résulte de la définition des 
points stables de Grass(2, B 0(@p,(2}) ® <r,Z) sous l'action de Gl(2, <C) (cf. 
[17]; [12)). Le schéma de Hilbert des sous-fibrés E' c E de rang 1 de 
classe de Ohern c1 = 1 est un variété quaRi-projecti,e de dimension 5 ~ 
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un tel sous-fibré étant fixé., les points r• E Grass(2, H 0(@p,(2)) ® a:~) 
contenus dans H 0 (E') forment un plan projectif; par suite les r* qui ne 
satü;font pas à la condition demandée appartiennent à un fermé de di­
mension ;,;; 7 dans Grass(2, H 0((!lp,(2)) ® ([:2). Si c1(E') ,,; O, la condiLion 
est toujours satisfaite. P~r image dans m• on obtient le réi-ultat. D 

On a ainsi obtenu un isomorphisme birationnel m • - --+ U*, et par­
suite un isomorphüm1e bira,tionnel m• - - -+ NP,( 4, 2). On est donc ra­
mené à prouver que le quot.ient de Mumford m• est une variété rationnelle. 
Ceci rhulte de l'énoncé plui:; général suivant : 

LEMME 5. 7 . Boit W un e8pace rectoriel de dimension ~ 3. On désigne 
par Grass''(2, W ® CE2) l'om,ert cles po·i'.nts semi-stables dans la grassm.anien­
ne des .mus-espaces de clfrnension 2 de W @ (t 2. Alors le quotient de J[um­
ford 

mw : ,...-= Grass"(2, W ® <t2)/ Gl(2, CE) 

est une 1:ariété rat1·onnelle de rlimensùm 4 d1m W - 7 . 
.Démon8tration. Considérons l'espace projectif P(W) des hyperplans 

de W, et désignons par A le fibré trivial de rang 2 sur P(W); posons en­
fin B = A(l). Soit f l'espace vectoriel des morphismes de Kronecker 
u: A -+ B sur l'espaee projectif P(W). Soit X°" l'ouvert deJf des modules 
de Kronecker semi-stables. Cet ouvert est invariant par l'action de 
Aut(A) x Aut(B) par conjugaison et on a un isomorphisme 

mw ~ Jf"/Aut(A) x Âut(B) 

où le membre de droite désigne aussi le quotient de Mumford. Rappelons 
que ce quotient. est un bon quotient. 

Pour dim W = 3, il est isomorphe au schéma de Hilbert des coni­
ques de plan projectif: on associe à la classe de 1.t la conique definie par 
dct u. Pour dim W =--= 4, il est birationnel au schéma de Picard relatif des 
fibrés inversibles L sur les quadrique,<; lif;seR, satisfaisant aux conditions 
numériques < L, h> = 4 et xJT,) = G : en effet, si det u définit une qua­
drique Jii:;se, on associe à u le conoyau de u, qui est un fibré inversible 
i::.ur cette quadrique. Pom· thaque quadrique füce, il ex iste 8eulement 
deux tels fibrés, correspondant aux deux systèmes de droites sur la qua­
dratique. Ce schéma de Picard relatif est, un revêtement douL!e non rami­
fié de l'ouvert de P9 : = l@P,(2) ! des quadriques lisses, et il est bien connu 
que cet te Yariété est une variété rationelle. 

Dans le ca,; dim lr ~ 5, tous les modules de Kronecker 11. d'une 
même orbite s'annulent sur un sous-e8pace projectif de codimension ~ 4. 
Un module de Kronecker qui s'annule sur un sous-espace projectif de co­
dimension ,,; 3 sera dit dégénéré. Les modules de Kronecker dégénérés 
constituent un ferm(i de codimension dim W - 3 dans %. Oe fermé est 
invariant par Aut(A) X Aut(B); son image dans '.Bw est un fermé dont 
le complémentaire est. ouvert noté mw,o· L'nnage réciproque de cet ouvert, 
sera notée % 0

. On a alors un morphisme y: X° -+ GTass(W, 4) dam, la 
grasSnfünnienne des sous-espaces vectoriels K de W de codimension 4 : 
on fait correspondre au morphisme Kronecker u le sous-espace vectoriel 
K as8ocié au sous-espttce projectif sur lequel ce morphimie s'annule. Le­
!110rpbisme y passe au quot.ie.nt pour donner un morphfame 

l : mw,o -. Grnss(W, 4) 

6 - c. 3828 
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équivariant pour l'action du groupe projectif PGl(W). Il en résulte que 
œ morphisme est un fibré localement t,rivial dans la topologie de 7.ariski, 
et sa fibre au-des1ms du point défini par le sous-espace vectoriel K c: W 
est évidemment isomorphe à !Bw1K,o• Les fibres de 4 sont rationnelles 
d'après ce qu'on a déjà vu. La lemme en résulte. D 

Le cas x. = 2, r > 4-. Dans ce cas nous avous le résultat suivant. 
LEMME .5.8. Si x. = 2 et r > 4, l'ouvert U* contl'.ent des points corre.~­

po-ndant à des 8:1J8tèmes cohérents stables ( r, E) tels gue E soit stable. 
Démonstration. L:1 démonstration est une variante de celle du lem­

me 5.6. On a vu que pour un point (r, E) de U*, JiJ est de rang 2, et le 
calcul des classes de Ohern a montré que (4c2 - cn(E) = (r - 2)(r - ¾) ;;;i. 
): 3, et =f. 4. 

Réciproquement, ces conditions nuinériques sont suffisantes pour 
affirmer que l'espace de modules M, : = M(2; r, g + 1) des faisceaux 
semi-stables de rang 2, de classe de Chern c1 ·= r èt de caractéristiquè 
d'Euler-Poincaré 3r, autrement dit de classe de Chern ·c2 == 2 + 
+ ..!. r(r - 3) : = g ~ 1, est non vide, et irréductible. De plus, il est bien 

2 
connu(9] que l'ouvert M~ correspondant aux points stables qui se repré­
Rentent par des faisceaux localement libres E satisfaisant à, la condit ion 
h0(E) = 3r est lui aussi non vide. On peut même supposer que Ea la coho­
mologie naturelle, ce qui implique que si h0(E( "-- i)) =f. O on a obliga­
toirement 

h0(E ( - i)) = x.(E ( -iO 
= - (i - 3) (r - i) 

Considérons donc un tel fibré E. Il suffit de vérifier que dans la grass­
mannienne Grass(2, H 0(E)) l'ouvert des points r• pour lesquel8 que le 
syRtème cohérent (r*, E) est stable est non vide. Il revient au même de 
constater que le complémentaire est de dimension < 2(3r - 2). Dire 
que (r*, E) est instable signifie ici qu'il existe un sous-fibré L;:,,; (!)p1(i) c: 

c: E tel que r* c: H 0(L), sauf peut-être pour i = ..:.. , où il suffit d'exi-
2 

ger que l'* n H 0(E) =f. {0}. Mais on doit avoir 2i < r d'après la condi­
tion de stabilité de E, donc ce dernier cas n'arrive pas; en fait on doit 
avoir i <3 puü,que h0(E( - i)) =f. O. 

La dimension du schéma de Hilbert des sous-fibrés inversibles de 
classe de Chern c1 = i est (3 - i) (r - i) - 1; par suite, les points insta­
bles constituent un fermé de dimension inférieure au maximum des deux 
nombres 

(3 - i) (r - i) + 2[ ~ (i + 1) (i + 2) - 2] = r(3 - i) + 2ii - 4 

J>OUr i = 1 et 2. Par suite ce fermé est de codimension ): 4r - 1. Ceci 
entraîne le résultat. D 

Le cas x. = 2, r impair )= 5. Il existe dans ce cas un faisceau univer­
sel E - M, x P 2 ; soit p : M, X P 2 - M, la première projection. L'image 
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directe C = p*(E) est localement, libre de rang 3r au-dcsrms de l 'ouvert 
M~. On·peut dans ce caR considérer la grassmannienne relative Grass(2, C} 
au-dessus de Il~ : c'est un fibré en grassmannielllJes localement- trh·ial 
dans la t.opologie ùe Zariski, dont les points s'interprètent comme des 
systèmes cohérents (I~*, E). En raison du lemme ci-dessus, on obtient un 
morphisme birationnel 

tji: Grass(2, C) -- ...... U*. 

On sait d 'après le résultat de Hulek [8) que l'ei-pace de modules M, est, 
rationnel: il en ré1mlte que U* et par suite NP,(r, 2) eRt, rationnel. 

i Le cas x = 2, r pair ~ 6. Ce C'as est beaucoup plus délicat, car sur· 
aucun ouvert de Zariski de M, il n'existe de faiscea,u uniYersel. Nous allons 
montrer cependant qu'il existe une variété !B relativement projective­
et localement trh-iale au-ùeRsus ùe M~ dont la fibre au-dessus du point 
x E 1~ représentant un fibré Yectoriel E est la grassmannienne 
Grass(2, H 0(E)). 

LEMME 5.9. ll existe sur lf~ un fibré i·eotoriel F k tel que au-dessus 
de chaque poù1t x représenté par un f1"bré sta.ble E on œit 

!F k(x) = /\ nHo(E). 

De plus, il existe un morph·isme canoniq1œ siF1 ...... Fi: ind-uisan-t au-dess1,s 
de ohaque point la mult1'.pl-ic-ation extérimtre. 

Démonstratfon. Soit n = _1:_ (4c2 - cD = ~ (r - 2) (r - 4), G le 
,1 4 

fibré trivial de rang n sur le plan projectif dual, et .7t l'espa-ce Yectoriel 
des morphismes de Kronecker G ~ G(l). Le groupe Ant(G) = Gl(n, CC) 
opère sur .7t par conjugaison. On sait [l) que l 'ouvert M? e. 'iùentifie à 
un bon quotient d'un sous-schéma localement fermé A ùe .7t invariant 
par l'action de Gl(n, CC); le stabili:-:lteur d'un pointu s'iùentifie au groupe 
dei, automorphi~mes de déterminant l du fibré liJ associé. Ler; points de 
M~ corresponùant à des fibrP& stable:--, le i; tabilisateur ù'un tel point x­
est réduit à ± id. De plui- , l'action de Gl(n, <C) sur A est propre [10] ;. 
il en résultf' que le quotient Ai~ est un quotient géométrique deA. 

Sur .,Il x P 2, il existe un fibré universel, noté encore E ; c'est un 
fibré vectoriel muni d'une action linéaire de Gl(n, <t) :Lu-dessus de l 'a-ction 
de Gl(n, <C ) sur A . Si p : .;(/ x P 2 ...... .,Il désigne encore la première projec­
tion, on peut considérer l 'imag-e directe if = p*(E) sur .JI. C'est un fais­
ceau localement. libre de rang 3r qui est encore muni d'une action linéaire 
deGl(n, ([). L'a,ction du stal,ilisateur d 'un point n'étant pas triviale, ce 
fibré ne se ùeRcend pa,; en un fibré vectoriel sur M~- Par contre, sur le 
fibré vectoriel /\ 21ccr, l'action du ~tahilisateur est trfriale. Le fibré §'k est 
défini par 

ffr1c= A 2"C/Ol(n,([). 

L'opération de multiplication extérieure Sk( /\ 20') ...... /\ 2"C est compa­
tible. avec l'action de Gl(n, CC) çst passe au quotient, ce qui achève la dé­
monstration du lemme. D 

Le morphisme naturel ).. : S 2S'-1 ...... F 2 que l'on vient de construire 
est de rang constant. Il en résulte que le cône relatif CC - M~ défini par 
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les vecteurs ~ e ffe' 1 tels que À( ~2) = 0 est localement tivial au-dessus de 
M~. Soit CC* le complémentaire de la section nulle dans ~. Le quotient 

!B : = CC* /<r.* ..... M~ 

est une variété relatiYement projecth-e, localement triviale au-dessus de 
M~ àont la fibre au-des:-m, du point représentant le fibré E est la gras­
smanienne Grass(2, H 0(E)). 

Le lemme 5.8. fournit encore un morphisme bimtioonel tJ,: !B- - --+ 

-• U*. On sait d'aprè8 le résultat de Maeda (14] que l'espace de moduleil 
Mr est rationnel : il en réimlte que U* et par suite Np,(r, 2) est rationnel. D 
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